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1. INTRODUCCION

Comenzamos con la definicién de espacio simétrico. Recordemos que si X es una
variedad Riemanniana y p es un punto de X, entonces existe un entorno U de p tal
que todo punto ¢ de U se une a p por un unico segmento geodésico enteramente
contenido en U. Esta propiedad permite definir una simetria central (local)

dp U= X
como, si ¢ = a(t) con o : I — X geodésica con a(0) = p y «([0,¢]) C U, entonces
90(a) = ().
Considerando, de ser necesario, un entorno U mas pequeno, podemos asegurarnos

que 3, estd bien definida.

Definicion. Un espacio localmente simétrico es una variedad Riemanniana X tal
que para todo punto p de X la simétria central 4, es una isometria local. Decimos
que X es globalmente simétrico si ademés 4, se extiende a una isometria globalmente

definida g, : X — X.
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El objetivo principal de estas notas es mostrar como esta definicién, de apariencia
inocente, es sumamente restrictiva al punto que

- los espacios globalmente simétricos estan totalmente clasificados; es un re-
sultado de E. Cartan en el ano 1926-1927,

- los espacios localmente simétricos (completos) de volumen finito y rango > 2
también estan totalmente clasificados, este hecho es més conocido como el
Teorema de Aritmeticidad de Margulis, demostrado en los anos ’70.

Nos centramos en la clasificaciéon de Cartan y, siguiendo su estrategia, mostramos
la intima relacién entre los espacios globalmente simétricos y las dlgebras de Lie
semi-simples. Hay varias formas de definir la semi-simplicidad de un algebra de Lie
g, la mas rapida es: g es semi-simple si no tiene ideales abelianos. Un grupo de Lie G
es semi-simple si su algebra de Lie lo es. Equivalentemente, G es semi-simple si los
subgrupos normales abelianos son discretos. Estos grupos deben contrastarse con
los grupos unipotentes, que tienen un centro (un subgrupo que conmuta con todos),
al cocientar por el centro aparece nuevamente un centro, y asi sucesivamente.

En estas notas probaremos el siguiente resultado de E. Cartan.

Teorema (Cartan). Sea X un espacio globalmente simétrico simplemente conexo.
Entonces X es isométrico al producto Riemanniano

Xo X X4 x X_

donde Xy es un espacio Euclideo, X4 y X_ son espacios globalmente simétricos
ambos con grupo de isometrias semi-simple; X4 es de curvatura seccional' < 0 y
X_ compacto y de curvatura seccional > 0.

Hay varias cosas a resaltar de la anterior descomposicion. La primera es que no
hay cambios de signo en la curvatura escalar: la curvatura de un espacio globalmente
simétrico (simplemente conexo), indescomponible’, es en todo punto > 0 é en todo
punto < 0. Esta desigualdad no se puede mejorar, el rango de un tal espacio es la
dimension maximal de una subvariedad totalmente geodésica plana.

Segundo, cuando no hay factores Euclideos y la curvatura es > 0, el espacio
en cuestén es necesariamente compacto, de ahi surge la distinciéon entre aquellos
espacios de tipo compacto y los de tipo no-compacto (= sin factores Euclideos y
curvatura < 0).

La semi-simplicidad de los grupos de isometrias isom(X;) e isom(X_) reduce
el problema de clasificacién de espacios globalmente simétricos a un problema de
clasificacién de dlgebras de Lie semi-simples. Un resultado bésico muestra que toda
algebra semi-simple es suma directa de algebras simples, es decir sin ideales; y estas
ya habian sido clasificadas por el mismo Cartan en 1914, basidndose en ideas de un
articulo de Killing a fines de la década 1880, ver Coleman [1].

Finalmente, de la prueba del Teorema de descomposicién surge una dualidad en-
tre los espacios globalmente simétricos de tipo no-compacto y los de tipo compacto.
Esta dualidad puede interpretarse como una generalizacién de la conocida similitud
entre las funciones trigonométricas
eit 4 =it it _ it

cos(t) = 5 y sin(t) = 5

1La eleccién de los signos cambiados quedara clara mas adelante
2que no se descompone como un producto Riemanniano
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que parametrizan las geodésicas de la esfera, con las funciones trigonométricas
hyperbdlicas

el +et et — et

cosh(t) = —5 sinh(t) = —

que parametrizan las geodésicas del espacio hiperbdlico (real). Esta dualidad es una
fuerte herramienta que nos permitird demostrar, por ejemplo, el siguiente resultado:

Teorema (Weyl). Sean X e Y dos espacios globalmente simétricos simplemente
conexos de curvatura seccional < 0. Entonces existe una biyeccion natural entre los
encajes totalmente geodésicos X — Y y las representaciones isomg(X) — isomg(Y).

Este resultado permite, via la existencia de representaciones (que se demuestra
de manera “puramente algebraica”), reducir varios problemas geométricos de X al
caso del espacio simétrico del grupo especial lineal de transformaciones lineales de
R? que preservan volumen SL4(R).

Nos concentramos luego en el caso de curvatura seccional < 0. Un propiedad
geométrica que estudiaremos es la siguiente, cercanamente relacionada a la clasifi-
cacién de estos espacios.

Sea entonces X un espacio globalmente simétrico, sin factores Euclideos con
K < 0. Las subvariedades conexas, totalmente geodésicas, planas, de X, maximales
respecto a la inclusion, son llamadas planos geodésicos maximales. Mostraremos que
estos planos geodésicos son isometrias globales m : R — X, siendo d el rango de
X antes mencionado. Estos planos juegan un papel similar al de las geodésicas en
curvatura negativa pinchada.

Entre otras cosas, mostraremos que el grupo de isometrias de X actua transiti-
vamente en el conjunto de estos planos. Cabe preguntarse entonces por el subgrupo
de isomg(X) que estabiliza un plano 7(R%) dado. Mds precisamente, si f es una
isometria de X tal que fm = 7, entonces obtenemos (por restriccién) una isometria
de R?, es decir un elemento de isom(R?) = O(d) x R?. La pregunta entonces es:

4 Cual es el subgrupo de O(d) x R? que se obtiene como restriccion de elementos de
isomg(X) que preservan w?

Cuando d = 1, es decir, cuando la curvatura es < 0, entonces O(1) x R =
{£1} x R y la pregunta es, si dado un punto, tenemos una isometria global que
invierte el sentido de las geodésicas por ese punto, hecho equivalente a ser el espacio
globalmente simétrico.

La pregunta es mds interesante en rango superior ya que O(d) se vuelve un
grupo mas complicado. Sorprendentemente el grupo en cuestiéon es de la forma
{grupo ﬁnito} x R?, donde el factor finito W(X) no depende de 7, sino solamente
de X. Este grupo es conocido como el grupo de Weyl de' X y verifica propieda-
des aritméticas bastante restrictivas, al punto que la figura 1 muestra todas las
posibilidades para W(X) cuando X tiene rango 2.

Este grupo codifica también propiedades geométricas de X. Fijamos un punto
base 7(0), por ejemplo, e intentamos responder a la pregunta: sdado v € R?, ewis-
te otro plano geodésico maximal p de X por w(0) que contenga también a w(v)?
Recordemos que las subvariedades totalmente geodésicas maximales de R? son los
subespacios afines, asi que le pregunta puede reformularse cémo

scuales son los subespacios (por 0) de R? que se obtienen como interseccion
7(R?) N p(RY), donde p es otro plano geodésico mazimal de X que contenga a w(0)?

(o usualmente de isomg (X))
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FicUrA 1. Rectas cuyas simetrias axiales generan los grupos de
Weyl de rango 2.

Estos subespacios resultardn en una coleccién finita de hiperplanos de R? (y
sus intersecciones) y el grupo generado por las simetrias axiales respecto de estos
hiperplanos serd isomorfo a W(X), ver devuelta la figura 1. Esto esta explicado en
la seccién 8. En la seccién 9 explicamos brevemente la clasificacién de los grupos
de Weyl.

Comentarios al margen. El objetivo de estas notas es mostrar la relaciéon profun-
da entre las dlgebras de Lie semi-simples (reales) y la geometria de los espacios
simétricos. Estdn orientadas a estudiantes (o no) con un nivel bésico de geometria
Riemannianna y grupos de Lie. Intentamos minimizar los prerequisitos técnicos
agregando en el apéndice pequenos parrafos con la informacién “fuera de tema”
que necesitamos. Esperamos que estas notas lleven a quien lee a la puerta de entra-
da a la literatura central del tema, como son por ejemplo los libros de Helgason [],
Humphreys [5] o Knapp [0], de donde hemos sacado précticamente todo el contenido
que aqui se presenta.

Plan de las notas.
En la seccién 2 tratamos generalidades que se deducen rapidamente de la defini-
cién: completitud, cdlculo de geodésicas, cdlculo del tensor de curvatura, etc.

En las seccidnes 3 y 4 estudiamos dos ejemplos de forma detallada, un espacio
globalmente simétrico asociado a SL4(R) y otro a SO, 4.

Tratamos luego el caso de grupos compactos (seccién 5), éstos pueden verse
también como un ejemplo de lo estudiado en la seccién 2. El objetivo de esta sec-
cién es demostrar un teorema de Weyl que enuncia que si la forma de Killing de
un algebra g es definida negativa, entonces todo grupo de algebra g es compacto.
Este teorema serd la razon por la cual los espacios simétricos de tipo compacto son
compactos.

El Teorema de descomposicion de Cartan es demostrado en la seccién 6. Ex-
plicamos aqui la divisién en tipos, calculamos la curvatura seccional en cada tipo
y probamos dicho teorema. Introducimos la dualidad entre espacios globalmente
simétricos y terminamos con la prueba del Teorema de Weyl sobre los encajes to-
talmente geodésicos.

En la secciéon 7 estudiamos generalidades de los planos totalmente geodésicos

maximales, transitividad de (isom(X))i 4 en el espacio de planos, etc.

{rg2}
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En la seccién 8 nos centramos en el tipo no-compacto. Introducimos los sistemas
de raices restrictos, explicamos su contenido geométrico y estudiamos el grupo de
Weyl de dicho espacio. Mostramos que este grupo coincide con el grupo de Weyl
del sistema de raices asociado, la prueba de este hecho requiere la dualidad antes
mencionada asi como propiedades generales demostradas en la seccién siguiente (9),
concretamente el parrafo 9.5.

Estudiamos luego los sistemas de raices abstractos (seccién 9) y explicamos bre-
vemente su clasificacién, lo que resulta en una clasificaciéon de los posibles grupos
de Weyl.

Finalmente, en la seccion 10 mostramos que toda algebra de Lie simple no
compacta' es el dlgebra de Lie del grupo de isometrias de un espacio globalmente
simétrico de tipo no-compacto. Este hecho suele establecerce como consecuencia de
la existencia de una forma real compacta para un algebra compleja. En estas notas
hacemos una prueba directa basada en un articulo de Donaldson [3]. Solo la seccién
3 es formalmente necesaria para esta prueba.

Li.e. tal que la forma de Killing no es definida



{gen}

{estabilizador}
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2. AcCION DE isomg(X), GEODESICAS Y TENSOR DE CURVATURA

En este subseccion registramos algunas observaciones generales que se deducen
rapidamente de la definicién:

Definiciéon 2.1. Una variedad Riemannianna X es globalmente simétrica si para
todo punto p € X existe una isometria global 5, : X — X que fija p y tal que
dpd, = —id.

Sea G := (isom(X))id la componente conexa de la identidad del grupo de iso-

metrfas de X. Es un resultado general’ que G es un grupo de Lie. Consideramos las
siguientes aplicaciones,

- actuar en o: para o € X, m, : G — X se define como 7,(g) = g - o;
- multiplicar por g: para g € G, ¢4 : X = X se define como ¢4 (p) = ¢ - p.

2.1. Completitud. La primer observacion a hacer es que X es geodésicamente
completo: en efecto si « : (a,b) — X es un segmento geodésico, la simetria central
Sa(t) : X = X alo largo de sus puntos permite extender o méds alla de sus extremos.

2.2. Transitividad.

Observacion. La accién de G es transitiva en X, es decir, para todo p € X, 7, es
sobreyectiva.

Demostracion. Fijamos p,q € X. La simetria central en el punto medio de un
segmento geodésico de p a g es una isometria que manda p en ¢. Sin embargo, nada
garantiza que este elemento esté en la componente conexa de la identidad.

Consideramos entonces a : R — X una geodésica con «(0) = p, que contiene a ¢
vy que minimize la distancia entre estos. La siguiente curva de isometrias

t = gt = da(t/2)3p

verifica que go = id, y ademds g4 q) - P = ¢, es decir gq(,,4) manda p en g y esta
conectada a la identidad por una curva de isometrias. Esto concluye la prueba. [

2.3. El estabilizador de un punto. Cada o € X induce un morfismo involutivo
7°: G — G definido como

7% 1 g 305990-
En este parrafo mostramos la siguiente relacién entre los puntos fijos de 7° y el
estabilizador de o en G.

Proposicion. Los grupos Fix1° y E,(G) tienen la misma componente coneza de
la identidad.

Demostracion. Observamos primero que E,(G) C Fix7°: en efecto, si k € E,(G)
entonces las isometrias k y 4,k3, coinciden en o y tienen la misma diferencial en o,
por lo tanto coinciden (ver A.20).

Reciprocamente, si k € (Fix T”)id, como J,k3d, = k, necesariamente k - 0 es un
punto fijo de 4,. Sin embargo, cerca de o, el inico punto fijo de 4, es o, en particular
k-0 = o para todo k de Fix71° cerca de la identidad. Como (Fix T")id, €s conexo
se concluye la prueba. O

Lie. el grupo de isometrias de una variedad Riemanniana es un grupo de Lie
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Recordar que el estabilizador E,(G) es necesariamente un subgrupo cerrado’
de G. Mas atn, como la accién es por isometrias, el producto interno ( , ), es
preservado por la diferencial d,h, para todo h € E,(G). Concluimos que E,(G) es
un subgrupo compacto de G, de donde (Fix T")id también lo es.

Introducimos la notacién

K° = (FiXTO)id = (EO(G))id‘
2.4. Descomposicién de g. Consideramos la diferencial en id € G de 7°; es un
morfismo del dlgebra de Lie, también involutivo ¢® = diq7° : g — ¢, es decir tal que
- para todos z,y € g vale que® [0°z, 0%y] = [x,],
- (09)? =id.
Consideramos entonces la descomposicién de g en espacios propios de 0°: g = £°Hp°,
donde
€ ={xeg:0°0) =2a}
p’={xeg:o°(x) =—xa}.
Como ¢° preserva el corchete de g se deducen directamente las siguiente relacio-
nes:

- [t°,€°] C €, es decir que £° es una subdlgebra de Lie de g,

[€°,p°] C p°, es decir, £° actia en p°,

[p°, p°] C ¥,

- si kg es la forma de Killing de g, entonces €% L, p°. En efecto: rg se define
como (ver A.13)

kg(x,y) = traza (z — [:c, [y, z])),

siz € €% e y € p° entonces el mapa z — adzady(z) = [x, [y,zﬂ g — g
verifica ad, (ad,(¢°)) C p° y ad,(adj(p)) C £ de donde su traza es nula.
Esta propiedad no la usaremos hasta bastante mas adelante.

Por definicion, el grupo K° C G es un grupo compacto conexo cuya algebra de
Lie es £°. El parrafo 2.3 implica que la diferencial en la identidad de la aplicaciéon
T, : G — X tiene por nicleo €°.

Definicién. En particular, 7° := diqm,|p° : p° — T,X es un isomorfismo, su inversa
se denota
0, : ToX — p°

y la aplicacion o — 6, se denomina la forma de Maurer-Cartan de X, es una 1-forma
en X a valores en g.

Lema. Observar ademds que Ad(g)(€°) = €9° y Ad(p°) = p9°.
Demostracion. O
Culminamos esta seccién registrando la siguiente nomenclatura.

Observacion. Como K° es compacto y de algebra £° tenemos, en el lenguaje de la
seccién 6.1, que el par (g,0°) es un par simétrico ortogonal efectivo.

Leste es un hecho general
Zesto es valido para la diferencial de un morfismo arbitrario entre grupos de Lie

{DescGen}
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{asso}

2.5. Qué pasa al multiplicar por g. Para g € G consideramos la conjugacion
por g, ¢4 : G — G, definida como ¢,4(h) = ghg~'. Recordemos que, por definicién,
Ad(g) :==diagy : 9 — 9.

Lema. Tenemos gdog~ ' = dpg0-

Demostracidn. La isometria gd,g~ " fija g0 v su diferencial en ese punto es —id,;
¢ésta isometria coincide entonces con 4 - O

En consecuencia del Lema tenemos que 79°° = ¢407%0¢,-1, y tomando diferencia-
les en la identidad obtenemos que 09° = Ad(g)c9°Ad(g~!), de donde concluimos

Ad(g)(#%) = €0,
Ad(g)(p°) = p7°. (1)

La formula g - (h-0) = ghg™' - (g - 0) equivale al diagrama conmutativo siguiente

(a la izquierda) y tomando diferenciales obtenemos el de la derecha:

bg Ad(g)
G———G g————9
770‘ ‘ﬂ-g‘o ° m9°
Pg do¢g
X— X T X —— Tgpgox

Obtenemos asf la formula siguiente.
Observacion 2.2. Para todos g € G, p € Xy v € T,X vale dppy(v) = 7PAd(9)8,(v).

Si g € K, entonces dypg va de T,X en si mismo, podemos entonces tomar la
"derivada respecto de g”de d,p, y obtenemos, como

0
ad(z) = En ‘tzoAd(em)

(ver A.1), el siguiente diagrama valido para todo x € €°:

ad(z)
g——— 9

Este dltimo diagrama ilumina la accién de £° en p° dada por la férmula [€°, p°] C
p° e implica la siguiente ecuacién conocida como la adgo-asociatividad de (,),,
ecuacion que usaremos en el parrafo 2.7 para calcular el tensor de curvatura.

= (ﬂo(y), 770([1‘, z])) .

o

Corolario. Parax € £° ey, z € g se tiene <7TO([y,xD,7r°(z))

o
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Demostracion. La curva de isometrias e¢!® fija el punto o. Tenemos entonces que
0= 0], o(dopecen(9), dopecen(2),
= (o] gtloper- (7)), 7°(2)
+ (Wo(y), %|t:0dogoem (Wo(z))>o (Leibniz usual)

- (a0, (0 )

o

o

2.6. Geodésicas de X. Comenzamos por un calculo de diferencial de 4,.
Lema. Sea a: R — X4 una geodésica por o € X4. Entonces para todo t, la diferen-
cial doydo es =Py, donde Py : To)Xa — To(—pyXa es el transporte paralelo a lo
largo de a.

Demostracion. Se deduce inmediatamente del hecho general siguiente: las isometrias

preservan la conexién de Levi-Civita, en particular, conmutan con el transporte pa-
ralelo sobre geodésicas, ver A.17. |

El objetivo de ese parrafo es demostrar lo siguiente.
Proposicién. Toda geodésica por o es de la forma t — m,(e'®) para x € p°.

Es decir, la exponencial del grupo G y la exponencial Riemanniana exp, : ToX —
X coinciden cuando restringimos la primera a p°:

po—— G

T{'D To

T X 2Poy x

Demostracion. Sea t — a(t) una geodésica por o y denotamos por 4; = Jo () la
simetria central en a(t). Observamos que la funcién g; = 4;/24, verifica:

- para todo a(t) = g - o;

- es un subgrupo a un parametro de G, en efecto, para todos u,v € R la
isometria 3,3,3, = Ju+, dado que ambas fijan a(u + v) y tienen la misma
diferencial en ese punto. Para ver esto tltimo se usa el lema de este parrafo.

Concluimos que existe z € g tal que 3;/2d, = €. Observamos entonces que

T(gt) = 30€"" 30 = 3031y = I_y/290 = €.
Tomando la derivada respecto de ¢ vemos que 0°(xz) = —z, de donde se concluye
que z € p° y que €' -0 = «a(t). O

2.7. El tensor de curvatura de un espacio simétrico. Nos dirigimos a pro-
bar la siguiente férmula, seguimos la estrategia de Maubon [7, Section 4.3]. Recor-
demos que el tensor de curvatura se define como

R(X,Y)Z =VxVyZ —VyVxZ —VixyZ.

Teorema (Férmula de curvatura). Sean X un espacio globalmente simétrico, o € X
yT,y,2 € p°, entonces

R(r°x, m°y)n°z = —m° ( [z, 9], 2] ) .

{geodesicas}

{formulaR}
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La prueba usa dos herramientas: para todo = € p° el campo en X dado por

0
—aP(z) = — el .
p (@) = 5 e
es un campo de Killing (es decir que el flujo asociado es por isometrias de X); y el
hecho que para todos x,y € p° el corchete [z,y] € € (pérrafo 2.4) y por tanto el
campo asociado tiene una singularidad en o, es decir que

7 ([z,y]) = 0.
Dividimos la prueba en tres subsecciones que decrecen en generalidad.
2.7.1. Campos asociados a una accion. Sean G un grupo de Lie, M una variedad

diferenciable y G x M — M una accién diferenciable. Cada x € g induce un campo
X en M definido como, para p € M,

0
mP(x) = — . p.
ot],_,
Estos campos verifican la siguiente relacién que a continuacién demostramos.
Proposicién. Para todos z,y € g vale que 7 ([z,y]) = —[7F(z), 7P (y)].
Demostracion. Cuenta directa. (]

2.7.2.  Campos de Killing. Si (M . )) es una variedad Riemanniana, recordemos
que un campo X en M es de Killing si su flujo asociado consiste en isometrias de
M. Recordemos ademés que la conexién de Levi-Civita de M es la inica conexién V
tal que para toda tripleta de campos (definidos en el mismo abierto) de M, XY, Z
se tiene que

- X (Y, Z2) = (VxY,Z) + (Y, Vx Z),

- VxY - VyX =[X,Y].

Proposicion. Sea X un campo de Killing de M, entonces para cualquier par de
campos Y, Z en M se tiene que

- X(V,2) = ([X,Y],Z) + (Y, [X, Z]),
- (VyX,2)+ (Y, VzX) =0.
En particular, si X es Killing entonces para todo campo Y se tiene (Vy X,Y) = 0.

Demostracion. Comenzamos por la primer ecuacién. Consideramos el flujo (¢¢) de
X que, por definicién, consiste en isometrias de M. Tenemos entonces, para campos
arbitrarios Y, Z de X que

(X(.2)), = 2l (V(6) Z0w)
= o (oY (900)). st (Z(00))) (61 ssometria
- (%|t:0d¢tp¢—t(y(¢tp))’Z(p))

+ (Y(p), %|t:0d¢w¢—t (z (¢tp))>p (Leibniz usual)
= ([X,Y],2) + (v, [X, 2]),

p
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donde la ultima igualdad es por definiciéon de corchete de Lie de campos, ver A.11.
La segunda igualdad se deduce inmediatamente de la primera usando las dos pro-
piedades que determinan la conexién de Levi-Civita. (]

Prueba de la formula de curvatura. Consideramos o € X y z,y,z € p°. Para sim-
plificar escribimos X (p) = 7P (z). Por definicién, los campos X, Y, Z son de Killing.
El campo VxY se anula en o: En efecto, observamos que

2AVxY,Z) = (VxY,Z) — (X,V,Y) (Y de Killing)
= X(Y,Z) - (Y,VxZ) — (X,V,Y) (Leibniz de V)
= X(Y,Z) + (Vy Z,X) — (X,VY) (Z de Killing)
=XY,2)+ (X,[Y,Z2)) (V sin torsién)

=([X,Y],2)+ (Y, [X,Z2) + (X,[Y, Z]) (X de Killing).

Como [X,Y](0) = 7°([z,y]) (pdrrafo 2.7.1) vemos que, al evaluar en o, el tltimo
renglén es = 0 dado que tanto [z,y], como [y, z] ¥ [, 2], pertenecen a €. Como
ademds Z(0) € T, X es arbitrario, concluimos lo deseado.

Calculamos las curvaturas seccionales de X, éstas determinan el tensor de
curvatura (ver por ejemplo do Carmo [2, Cap. IV, Lema 3.3]). Recordemos que la
curvatura seccional del plano generado por u,v € T,X estd definida como

—(R(u,v)u, U)O

(ua u)O(U’ U)O - (u7 U)g .

k(Ru @ Ro) = (2)

Queremos mostrar que si x,y € p° entonces

(R(X,Y), X, Y), = = (7*([le. 4], 2] ). 7). (3)
Escribiendo la definicién de R, tenemos que calcular
(VXVyX, Y) — (VyVXX, Y) — (V[X,Y]X, Y)

en el punto 0. Como [X,Y](0) = —7°([z,y]) = 0 porque [z,y] € £, el dltimo
término se anula en o. Calculamos entonces el primer término:

(VxVyX)Y) =X(VyX,Y) - (VyX,VxY) (definicién de V)
= X(VyX,Y) (VxY(0) =0)
=0 (X Killing = (VyX,Y) =0)

Nos queda entonces calcular el término intermedio:

{Ksectional}

{RR}
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—(VyVxX,Y) =

como buscado.
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Y(VXX Y) + (VXX7 VyY)O (definicién de V)
~Y (VxX,Y) (VyY(0) =0)
Y(X )) (defincién de V y Y Killing)
Y ((X,[X,Y))) (X Killing)
(v, X, [x,Y), = (X, [y, [x,Y]]) (Y Killing)
(X, ) (lo,y) € )
( [X,[ ) ([x,y] €€y (,)o s adeo-asociativa)
(7(-0( )O,
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3.  UN ESPACIO GLOBALMENTE SIMETRICO ASOCIADO A SL4(R)

{sL}
Consideramos el espacio de productos internos en R? modulo homotecia:
Xa = {productos internos en Rd}/ﬂ%+.
Es el proyectivisado de un cono abierto convexo del espacio vectorial 52 (([Rd)*) de
formas bilineales simétricas en R?, en particular es contractible.
3.1. El espacio tangente a o € X;. La accién de SL4(R) en X, definida como
(9-0)(v,w) = o(g™ v, g~ w)
es transitiva, es decir, dados p,q € X, existe g € SL4(R) tal que g - p = ¢. Conside-
ramos las aplicaciones,
- actuar en o: para o € Xy por 7, : SL4(R) — Xy, m,(9) = ¢ - o,
- multiplicar por g: para g € SLg(R) por ¢g : Xg = Xa, ¢4(p) =g - p.
{diagramal}

Observacion 3.1. Para g € SL4(R) consideramos la conjugacion por g, ¢4 : SLg(R) —
SL4(R) definida como ¢4(h) = ghg™*. La formula g- (h-0) = ghg™' - (g-0) equivale
al siguiente diagrama conmutativo:

SLyR) 7, SLy(R)

° w9

¥
Xd—g>Xd

Nos dirigimos a definir una métrica Riemannianna globalmente simétrica en Xy.
Con este fin, fijamos o € X; y recordamos que este induce una transformacion
adjunta, definida para T € gl;(R) = {matrices d x d} como, para todos v,w, € R,

o(Tv,w) = o(v, T w).
Observar que la aplicacién T — T™° no depende del producto interno elegido en la
clase o. La férmula

T =

T — T n T + T*e
2 2
muestra que tenemos una descomposicion de

5l4(R) = {matrices d x d de traza 0} = T;gSL4(R)
como sl;(R) = £° & p° donde
€ ={Tecsl(R):T=-T"}
={T € sl4(R) : Vo, w vale o(Tv,w) 4+ o(v, Tw) = 0}
p’={T esly(R): T =T"}
= {T € sl4(R) diagonalizable en una base o-ortogonal}

De la segunda igualdad en £° se deduce que este espacio es de hecho el algebra
de Lie del grupo

K°={geSL4(R):g-0=0}

que estabiliza o, alcanza con derivar en g = id la ecuacién o(gv, gw) = o(v, w).



{ksl}

{isoSL}
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Como la accién de SL4(R) es transitiva, se tiene que la diferencial
w0 = diqm, : 5lg(R) = T, X4

de la aplicacién 7,, es sobreyectiva. Mas ain, como m,(g) = o si y solosi g € K°, el
nicleo ker 7° = €° y por lo tanto 7°|p° : p° — T,X es un isomorfismo. Denotamos
su aplicacién inversa por 6, : T,X — p°, la familia de aplicaciones o+ 6, : T, X —
5lg(R) es llamada la forma de Maurer-Cartan de Xg.

3.2. Una métrica globalmente simétrica en X;. Consideramos la forma bili-
neal' simétrica x : 5[;(R) xsl4(R) — R definida como x(A, B) = traza(AB). Como la
traza es invariante por conjugacion, la forma k es invariante por la accién por conju-
gacién de SL4(R) en sl;(R), también llamada la accién adjunta Ad(g)(T) = gTg~!.
Observamos ademas que:
- k es definida negativa en £°; en efecto, si T es anti-simétrica, sus coeficientes
(m;j) es una base o-ortogonal verifican m;; = —m; ;. La traza de T2 es
entonces

k(T,T) = —Zm?j <0
4,9

y es igual a 0 si y solosi T = 0.
- k es definida positiva en p°; se deduce de una cuenta analoga.
- k(#°,p°) = 0; basta observar que si A € £° y B € p° entonces

traza(AB) = traza ((AB)**) = traza(—BA) = — traza(AB).

En particular x es no degenerada.
Definimos entonces la métrica de X4 como o — (, ), donde

(v, W)o = K(0o(v), o (w))

Observacion 3.2. Para todo g € SL4(R), la aplicacién ¢, : X4 — X4 es una iso-
metria.

Demostracion. Comenzamos por observar que la involucién adjunta verifica *4., =
Ad(g) o *,, es decir, para toda T' € slg(R) vale T*s> = gT*°g~1. En efecto,

(g-0)(9Tg *v,w) = o(Tg v, g~ w) (por definicién de la accién)

1

=o(g”'v, T g™ 'w)

1

=(g-0)(v,gT* g~ w) (por definicién de la accién).

Se tiene ademads el siguiente diagrama conmutativo, que se deduce del la Obser-
vacién 3.1 tomando diferenciales y recordando que 6, : T,X — p° es la inversa de

7o

Sld(R) % 5[d(R)

00 ag-o

doy
ToXd —% TyoXa

Les un mudltiplo de la forma de Killing de slg(R).
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Como Ad(g) : slg(R) — sly(R) preserva k, se deduce que para v,w € T,X4 se
tiene

(0,0)0 = K(60(0), 0o(w))

#(Ad(9) (00(0)), Ad(9) (0 (w)) )
£ (00 (dopg (1) B0 (dospy ()
= (dotpg(v), dopg(w))

lo que queriamos demostrar. O

g-o’

Estamos en posicién de demostrar que (Xq,0+— (,),) es un espacio globalmen-
te simétrico. Es importante remarcar que haremos esto sin tener una descripcion
explicita de las geodésicas (cosa que haremos en el parrafo 3.3). La clave es el mor-
fismo involutivo 7° : SL4(R) — SL4(R) determinado por un punto o de X; y definido
como

Es importante remarcar que:
- es un morfismo de grupos con K° = Fix(7°),
- su diferencial en id es ¢°(T) := di7°(T) =
o’ =id y o°|p° = —id.

—T*, y por lo tanto se tiene

Proposicion 3.3. El espacio (Xd, 0+ (,)O) es globalmente simétrico.

Demostracion. Observamos que alcanza con encontrar, para cada o € X4, una iso-
metria global 4, : Xq — X4 con 4,0 = 0y d,J, = —id. Una tal isometria, al mandar
geodésicas en geodésicas, sera necesariamente (en un entorno de o) la simetria cen-
tral respecto de o. Para p € X; elegimos h tal que p = h - 0 y ponemos

3o(p) = 3o(h - 0) :==7°(h) - 0.

Observamos primero que 4, esta bien definida, es decir que no depende del elemento
h € SL4(R) tal que h - 0 = p. Esto se deduce de que 7°(k) = k para todo k que fija
0.

Para ver que 4, es una isometria global fijamos g € SL4(R) y comenzamos por
mostrar la siguiente relacién valida para todo g € SLg(R)

JoPg = Pro(g)Jo- (4)
En efecto, si p = h - 0 entonces
jo@g(p) = 'josog(h ’ 0) = Jo(gh ’ 0)

=7%(gh) -0 = (1°(9)7°(h)) - 0

=7(9) - 30(P) = Pro(g) %o
Por otro lado, para todo v € T,X, se tiene que

dy,(0)30 (dogog(v)) = dpdopy(v)
= dopro(g)30(v) (por la ecuacién (4))
= —doro(g)(v) (porque dyd, = —id).

{Xdsimetrico}

{inv}
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Como para todo h € SL4(R) la aplicacién ¢y, es una isometria (Observacién 3.2) se
tiene que ;o(,) es una isometria de X4 y los menos se cancelan, concluimos que
para todos u,v € T, Xy vale

<dcpg(o)do(do§0g(u))7d«pg(o)do(do<pg(v))>g (g-0) = <U7U>o

= (dopy(u), dopy (v))

lo que concluye la demonstracién. O

g-o’

3.3. Geodésicas de X;4. No tenemos los medios atin para demostrar que PSL4(R)
coincide con el grupo de isometrias isomg(X4). Observar, por ejemplo, que PSL4(R)
no actia transitivamente en el fibrado unitario UX,. La siguiente observacién jugara
un papel en remontar este problema.

Observacion. Como 4, es una isometria de X4, tenemos una involucién del grupo
isomg(Xq)o dada por,

U,(f) =300 f 0.

La ecuacién (4) muestra que, en PSL4(R), esta involucién coincide con 7°. Conse-
cuentemente, si notamos por J el dlgebra de Lie de isom(X,) y consideramos

p’={z €T :dq¥,(x) = -z},

entonces p° = p°. En efecto, ambos tienen la dimensién de T,X4 y por la ecuacién
(4) tenemos p° C p°.

Esta observacion y el cdlculo de geodésicas del parrafo 2.6 dan inmediatamente
la proposicién siguiente.

Proposicion. La geodésica por o € Xy de velocidad v € T, X4 es la curva t —
To (ewo(’”)). Reciprocamente, si z € sly(R) entonces la curvat — m,(e'*) es geodésica
sty solo si x € p°.

En otras palabras, las geodésicas de X; se obtienen como sigue. Fijamos un
producto interno o de R? y consideramos 2 € p°. Por definicién = es una matriz
simétrica respecto de o, por ende es diagonalizable en una base o-ortogonal de R,
sea € el conjunto de rectas asociadas a los vectores de esta base. Pongamos, para
£ e &, \y(z) = valor propio de x en ¢, es decir, para todo u € ¢,

x(u) = Az (0)u.

Recordemos que 7°(e*?) es el producto interno (modulo homotecias) definido como
7°(e') (v, w) = o(e” v, e w). Observamos entonces que durante todo el camino
geodésico m°(et®) se tiene
- & es m°(e!®) ortogonal,
. (et (u, u _
- para toda ¢ € € y u € £ se tiene ) ) _ e 2tAe(@)
o(u,u)

Ver la figura 2.

3.4. Curvatura.

Lema. La forma k es adg,(r)-asociativa.
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ueledl exp (tAe(z))u
et
et
d. _ a. ™) (vv)
{veR?: o(v,v) = cte} {vGIR o) 71}

FIGURA 2. El camino geodésico por (o,7°(z)) € TX. Para todo t,
las rectas de € son ejes de las elipses {v : 7,(e"®)(v,v) = cte}. Para

{elipses} ( € & la o-norma de u € ¢ cambia como exp (tA(x)).

Demostracion. El resultado es véalido en general, ver A.13. Hay que mostrar que
para todos z,y,z € slg(R) vale x([z,y],z) = r(z,[y,2]). Esto se deduce de la
invariancia de k por Ad(g) para todo g € SL4(R); o directamente haciendo la
cuenta. 0

Corolario. Para x,y € p° la curvatura seccional del plano por 7°(x) y 7°(y) es

k([z, 9], [z, 9])
w(, 2)k(y, y) — k(z,y)?

En particular es < 0 e igual a 0 si y solo si [x,y] = 0.

k(m°(Rz @ Ry)) =

Demostracion. De la férmula de curvatura, especificamente de la ecuacién (2) para
la definicién de k y de la ecuacién (3), se deduce que

NCTED
k(z,2)k(y, y) — k(z,y)?

K([z, 9], [, 9])
k(. 2)k(y, y) — k(@,y)*’
porque x es adg,g)-asociativa. Finalmente, como z,y, € p° el corchete [z,y] € €,
de donde f@([x,y], [:z:,y]) < 0y es igual a cero si y solo si [z,y] = 0. O

k(m°(Rz @ Ry)) =

. . . . . {planosSL}
3.5. Planos geodésicos maximales. El objetivo de esta seccién es explicar la

siguiente biyeccién:
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{subvariedad conexa totalmente geodésica plana maximal de Xy por o}
1:1
{descomposicion de R? en suma de d rectas o—ortogonales}

Recordamos que una subvariedad es totalmente geodésica si las geodésicas de
la métrica inducida son geodésicas del espacio ambiente. Nos referimos a plana
como de curvatura constante = 0, en el caso “totalmente geodésico” el calculo de
curvatura puede hacerse con la métrica inducida o la métrica ambiente. Finalmente,
la mazimalidad es respecto de la inclusién como subvariedades.

La correspondencia viene dada por la siguiente proposicién. Consideramos o € X;
y € un conjunto o-ortogonal de d rectas de R?. Consideramos entonces el subespacio
de p° de las matrices o-simétricas diagonalizables en &:

ag = {z € p° : x diagonalizable en £}.

Observar que

To(e%) = {p € Xq : € es p-ortogonal}.

Proposicion. El conjunto m, (e“ﬂ) es una subvariedad plana totalmente geodésica
mazimal por o. Toda subvariedad plana totalmente geodésica maximal de Xy se
obtiene de esta manera.

Mostrar que 7, (e“s) es una subvariedad plana totalmente geodésica no requiere
el célculo de curvatura del parrafo 3.4, sin embargo, la maximalidad y la unicidad
si.

Demostracion. Consideramos la aplicacién f : ag — Xy definida como f(w) =
To(€™). Mostraremos que f es una isometria entre el espacio Euclideo (ag, x[ag) y
su imagen, que manda geodésicas de ag en geodésicas de Xy. Comenzamos por un
calculo de diferencial. Sean u,v € ag, entonces

duf(v) = %!tzof(u + tv)

8 U v
= ) mole)

= %’tzoﬁeu.o(et”) (porque vu — uv = 0)

=7°"°(v).

Como mencionado anteriormente, para todo u € ag, el conjunto & es m,(e*)-
ortogonal. Tenemos entonces que si v € ag, es decir, si v es diagonalizable en
&, entonces simétrica respecto de m,(e*) = e* - 0, en otras palabras: v € pe"°. En
particular, para todos u,v € ag vale que

u

feu.o(m® °(v)) = v.
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Si calculamos entonces, para w € ag

(duf(v),duf(w)) ) = (70 (0), 7 (W) eu-o (célculo de d,, f)
_ n(@eu.o(weu‘o(v)),96u.0(7reu'o(w))) (def. de (,))
= k(v,w),

como buscado. Tenemos del parrafo 3.3 que, como v € p¢ °, la curva
te fu+tv) = Teuo(e™)

es la geodésica por f(u) de velocidad d,, f(v).

Para demostrar la maximalidad, y el hecho que todo plano geodésico maximal
se obtiene de esta forma, usamos el calculo de curvatura seccional del péarrafo 3.4,
especialmente el hecho que si x,y € p° son tal que ﬂ((w"(Rx ® [Ry)) = 0 entonces
[z, y] = 0.

Si A es una subvariedad totalmente geodésica entonces la curvatura seccional de
la métrica inducida en A coincide con la curvatura seccional de X;. En particular
si A es plana se tiene que para todos =,y € a := 6,(T,A) se tiene [z,y] = {0}, es
decir, a es una subdlgebra Abeliana de p°. Si ademdas A es maximal, entonces a es
una subalgebra abeliana maximal de p°.

Como los elementos de a son diagonalizables (en un conjunto o-ortogonal) y con-
mutan, son entonces simultdneamente diagonalizables en un conjunto o-ortogonal &,
la maximalidad de a implica que &’ es un conjunto maximal de rectas o-ortogonales.
Esto termina la prueba. (I

Registramos el siguiente corolario inmediato de la proposicion:

Corolario. El group K° actua transitivamente en el conjunto de planos geodésicos
mazximales por o.

Demostracion. En efecto, K° actia transitivamente en las descomposiocions o-
ortogonales de R? en d rectas. [l

3.6. Sistema de raices restrictas y cAmaras de Weyl. Consideramos o € Xy,
& un conjunto de d rectas de R? o-ortogonal. El conjunto 7, (e“s) es un plano
totalmente geodésico maximal de X4. Consideramos x € ag, el vector 7°(x) es
tangente al plano m, (¢ ), nos preguntamos entonces

scuales son los planos geodésicos mazimales que pasan por (o,ﬂ'"(m)) 2.
Usando el parrafo 3.5, la pregunta se reformula de la siguiente manera:

scuales son los conjuntos o-ortogonales &' de d rectas en los cuales T es

diagonalizable?
La respuesta estd en las coincidencias de los valores propios de z. Por ejemplo, si
todos sus valores propios son distintos entonces € es el tinico conjunto donde x es
diagonalizable y por lo tanto m, (e“s) es el inico plano que pasa por (o7 wo(m)).

Consideramos entonces, para £ € £ el mapa lineal Ay : ag — R definido como

Ae(z) = valor propio de z en /£,

y mas importante las diferencias, para ¢,« € & distintas ay, = A\r — A, € (ag)*.
El conjunto (finito) de formas lineales

O ={ap,:liuwect}

{camaras}
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es llamado el sistema de raices restricto de sly(R). Los nucleos de los elementos
de ® son un conjunto finito de hiperplanos de ag, consideramos una componente
conexa del complemento de estos, es decir de

ag — U ker v,
acd

y tomamos su clausura topoldgica, un tal conjunto es llamado una cdmara de Weyl.
Los elementos en el interior de una camara pertenecen a un Unico plano maximal
geodésico de X4, mientras que los elementos en el borde una cdmara pertenecen a
familias de planos geodésicos maximales. Esta familia viene de hecho parametrizada
por el grupo E,(K°).
La figura 3 muestra el sistema de raices restrictas de sl3(R).

F1GURA 3. El sistema de raices restrictas de sl3(R) a la izquierda,
a la derecha los ntcleos de la raices

Observamos lo siguiente:

Observacion. La elecciéon de una cdmara de Weyl es equivalente a la eleccién de un
orden total en €.

Demostracion. En efecto, si a™ es una componente conexa de ag — Uasco ker a
entonces, por definicién, un elemento o € ¢ verifica una de dos:

ala™ > 06 ala™ <0.

Decimos entonces que ¢ > w« si ay,lat > 0. Observar que es un orden dado que si
{ > u > ¢ entonces se tiene

04@70|Cl+ = a&w‘a—i_ + au7v|a+ >0,

es decir £ > v. Podemos escribir entonces & = {£;}¢ con ¢; > ¢; si i > j. Un
elemento a € ag pertenece a la camara elegida a™ si y solo si los valores propios de
a en la base ordenada & = {/;}¢ son decrecientes. O

Fijamos una cdmara a*, con el orden asociado & = {£;}9=! y escribimos a; =
oy, 0., - El conjunto
A:={a;:1€[l,d—-1]}

es llamado el conjunto de raices restrictas simples asociado a la cdmara a™.

3.7. La estratificacion en K°-orbitas de la esfera unidad U,X. Recordemos
que la accién de K° en T,X,4 es conjugada, via 7°, a la accién Ad(K°®) : p° — p°.
El objetivo de este parrafo es estudiar las érbitas de esta accién en la esfera unidad

Up® = {z €p’: K(z,z) =1},

invariante por la accién de K° dado que este grupo preserva & (y p°).
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Observar que la accién no es transitiva: como la acciéon de K¢ en p° es por
conjugacién, Ad(k)z = kxk~!, los valores propios de z son un invariante de la
orbita de x.

Fijamos &€ d rectas o-ortogonales el espacio a C p° asociado. Fijamos ademas
una cdmara a* con el ordenn asociado & = {£;}¢= y escribimos a; = g, Bl
conjunto

A:={a;:i€[l,d-1]}

es llamado el conjunto de raices simples asociado a la cdmara a™.
Comenzamos por mostrar los siguiente.

Proposicion 3.4. El espacio de orbitas Up®/K° se identifica naturalmente o {a €
at:k(a,a) =1},

Demostracion. Por el corolario del parrafo 3.5 K¢ actia transitivamente en el es-
pacio de planos totalmente geodésicos por o: todo elemento z € Up® es llevado por
un elemento de K° a a. Més atn, los elementos de K° que preservan a son aquellos
cuya accién en R? preserva el conjunto €. Este subgrupo de K° es isomorfo al grupo
de permutaciones de los elementos de €. En efecto, si ¢, « € &, la rotacién de angulo
/2 en el plano £ @ « (y la identidad en su ortogonal) es un elemento de K° que
permuta £ con z y fija el resto de los elementos de €.

Este grupo actia transitivamente en el conjunto de cdmaras de Weyl de ag y el
estabilizador de una cdmara es el grupo M de matrices diagonales en € con entradas
+1 y de determinante 1.

La transitividad de la accién en el conjunto de camaras se deduce entonces la
biyeccién equivariante {cdmaras de Weyl} <« {ordenes totales en €} del parrafo
3.6. Finalmente, si k € K° preserva € y un orden total dado, entonces k preserva
cada elemento de &, es decir, k € M de donde su accén en a es trivial. O

Tenemos entonces que todo vector de Up® es llevado por algin elemento de K°
a una cdmara (cerrada) a™ dada.

Estudiamos entonces el estabilizador en K° de un a € at.

3.8. El borde visual de X; y la accién de PSL4(R). Recordemos de A.7 que el

borde visual 0-oXq de Xg es el espacio de clases de equivalencia de rayos geodésicos,

donde dos rayos r, 7’ : [0,00) — X4 son equivalentes si la aplicacién
t—d(r(t),r'(t))

estd acotada en [0,00). Para cada p € Xg4, la aplicaciéon U,Xq — 0-Xq dada por

tomar la clase del rayo por v,

v = [1][0,00)],

es un homeomorfismo K°-equivariante.
Consideramos, para x € p°, la descomposicion

R' =PV (5)

tal que x|V; es una homotecia, mazimal respecto de la inclusion, ordenada tal que el
valor propio de = en V; es mayor que el de V; 1. Esta descomposicion existe porque
x es autoadjunta para o.

{visualXd}

{homot}
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Si v es un vector tangente a X; en o, consideramos la descomposicion asociada
a 20,(v) € p° y definimos la bandera

f0)={Via-aV).

Cuando z tiene todos los valores propios distintos, entonces £(v) es una bandera
completa, en general obtenemos una bandera incompleta. Como la descomposicién
(5) es o-ortogonal y ordenada, esta se recupera de la bandera £(v) junto con el
proceso de Gram-Schmidt.

Si bien el co-dominio de £ depende de la entrada, tiene sentido decir que £ es
PSL,4(R)-equivariante. En efecto, como la accién de PSL4(R) en TX, se lee como la
accién por conjugacién en sly(R). Si g € PSLy(R) es arbitrario entonces los valores
propios de z y de Ad(g)z = grg~! coinciden, dando asf el mismo tipo de bandera
£. Por la misma razén, la descomposicién maximal ordenada de la ecuacién (5)
para el vector Ad(g)z € p9° es €, gVi, de donde

£ (Ad(g)z) = g/ (2).

Tenemos ademds la siguiente propiedad de continuidad: Si x, € p°" converge
a x € p°, y todos los z, son del mismo tipo, es decir que dim V;* no depende de
n, entonces la bandera £ (z) contiene a cualquier punto de acumulacién de f£(z,,)
como sub-bandera. Si el valor propio de = en los limites de V;" es estrictamente
mayor que en los limites de Vi, entonces V" @ --- @ V* = Vi(z) @ --- ® Vi(x).

Observar que, como la geodésica por v es v,(t) = 7° (et“), la forma de Maurer-
Cartan 6., ) (5 (f)) = 2. Es decir, £(v) depende tinicamente del rayo geodésico
por v.

Concluimos el parrafo con la siguiente observaciéon que resume la discusion:

Observacion. Para cada £ € 0,,Xq4 existe una bandera (posiblemente incompleta)
£(€) de R? tal que la aplicacién £ es PSLy(R)-equivariante.

Usando ademaés la descripicion de las K°-orbitas en U,Xy del parrafo anterior,
obtenemos una estratificacién andloga de 0xoXy.
Obtenemos el siguiente corolario:

Corolario. Sea G C PSL4(R) un subgrupo, entonces G tiene un punto fijo global
en OsoXq si y solo si G preserva una bandera (posiblemente incompleta) de R?, en
particular una tal accidn no es irreducible en R?.

Ejemplo. Consideramos por ejemplo el caso d = 3. El espacio X3 tiene dimensién
5 y el borde visual 0, X4 es entonces homeomorfo a una esfera de dimension 4. El
cociente de dsoXg4 por la accién de SO3(R) es P(a™), que es un intervalo cerrado.
Las SO3(R)-érbitas asociadas a los extremos de este intervalo son homeomorfas
(respectivamente) al espacio proyectivo P(R?) y a la Grassmanniana Gra(R?). Para
cualquier punto del interior de P(a™), la érbita asociada es homeomorfa al espacio
de banderas completas

F(R?) = {(K, V) € P(R?) x Gra(R%) : £ C V}.

3.9. El borde de Furstenberg de X;. Dsps.
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3.10. El plano hiperbdlico y encajes en X3. Recordemos que el plano hi-
perbélico de Poincaré suele definirse como H? = {z € C : $z > 0} con la métrica

Riemannianna .

(v, W) zen2 = @<’U7w>Eu7

donde (,)g, es el producto interno usual de R?. El objetivo de este parrafo es
explicar brevemente porqué H? es naturalmente isométrico a Xs.

En efecto, podemos considerar el espacio Q(R?) de formas cuadrdticas de R?.
Este espacio 3-dimensional tiene una accién de SLy(R) por precomposicién, para
g € SLy(R) vy q € Q(R?) ponemos

(9-a)(v) = qlg™"v).

Si fijamos una base de R? (la base canénica por ejemplo {(1,0),(0,1)}) pode-
mos escribir ¢ € Q(R?) como ¢(z,y) = ax? + bry + cy?. Definimos entonces el
discriminante de ¢ como

A(q) = b* — 4ac.
Es claro que ¢ es definida positiva (es decir, proviene de un producto interno en
R?) si y solo si A(g) < 0.
Observacion. La funcién A es SLy(R)-invariante’.

Demostracion. Verificar la cuenta a mano es bastante tedioso, conviene primero
observar que SL2(R) es generado, como grupo, por los subgrupos

N={(31) teRr}
v={(}9):scR},

y verificar la observacion para éstos. O

Consideramos entonces la aplicacién, para ¢ € Q(R?) definida positiva,
—b+iv/—Alq) 12
2a '

Observar que ¢ es invariante al cambiar ¢ por tq con t € R, es decir tenemos una
aplicacién ¢ : Xy — HZ2.
Recordemos que SLy(R) actia en H? por transformaciones de Mébius

ab) _az+b
(cd) Z_Cz+d

y que esta accién factoriza por PSLy(R) = SL(R)/{£id}.

Observacién. La aplicacién ¢ : Xy — H? es un difeomorfismo PSLy(R)-equivariante.

La funcién A : Q(R?) — R es de hecho una forma cuadrética de signatura (1,2),
el proyectivisado de su cono de rectas definidas negativas Xy, y su cono isotrépico

L={q€ QR :Ag) =0}
consiste en las formas degeneradas. Este cono estd en biyeccién natural con P(R?),

dada por ¢ € £ +— kerq. Su inversa tiene también una forma explicita conocida

1En particular, la eleccién de otra base de R? para definir A resulta en un multiplo de A, este
multiplo serd el determinante de la base elegida.
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como la aplicacion de Veronesse & : P(R?) — P(Q(R?)) definida como, si £ =
{(z,y) : ax + by = 0} entonces

€(0) = (az + by)* € P(L) C P(Q(R?)).
Observar ademds que la aplicacién ¢ : Xo — H? se extiende a P(£) con valores en

OH? = RU {oc} (también de manera SLo-equivariante). Se tiene lo siguiente.

Observacion. La aplicacién de Veronesse es PSLy(R)-equivariante. La aplicacién
pol:P(R?) — RU {oo} es la aplicacién (z,y) € R? — x/y.

Sin embargo ¢ no se extiende mds alld de P(£). Cuando ¢ es tal que A(g) > 0,
es decir cuando ¢ es de signatura (1, 1), tenemos dos rectas £, € P(R?) con ¢(¢) =
q(w) = 0. La geodésica de Xo determinada por estas dos rectas, es decir,

y={oeXy:l L, u}

es enviada por ¢ en la geodésica de H? determinada por los puntos cp(f(ﬁ)) y
cp(f (u)) que no son otra cosa que las dos soluciones

b+ /A(q)
2a '

Terminamos con la siguiente consecuencia del parrafo 3.3. Para o € Xo conside-
ramos el producto interno 7, en Q(R?) definido como

- Tolo = —Alo,
- Tolota = Alota y
-0l ota.

Proposicion 3.5. La aplicacion Xo — X3 definida como o +— r, es totalmente
geodésica.
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4. UN ESPACIO SIMETRICO DE SO, 4

Fijamos una forma bilineal simétrica no degenerada w de signatura (p, q) en R?,

d = p+ q y consideramos el subgrupo de SL4(R) de elementos que preservan w:
SO(w) = {g € SL4(R) : w(gu, gv) = w(u,v) Vu,v € R?}. (6)
El Teorema de Sylvester enuncia que, en una base w-ortonormal de R? correcta-

mente ordenada, w se escribe como

w(u,v) = urvr + -+ +upvy = (Upy1Vp1 + -+ + UptqUpig)

id 0
= (u17~~~7up+q)< Op —idq )

Se concluye entonces que, modulo conjugacién por un elemento de GL4(R), w
esta determinada por el par (p,q), mds aun, el grupo SO(w) se denota usualmente
como SO, 4 y se escribe entonces como

SOpq = {9 € SLa(R) : ¢* (l%p —iodq) 9= (1((1)? —iOdq) }, (7)
donde ¢* denota la transpuesta de g en la base previamente elegida.

Enfatizamos que la descripcion previa depende de la eleccion de una base w-
ortonormal, intentaremos de ahora en mas dar una descripcién intrinseca que mi-
nimice las elecciones hechas.

Recordamos que Sk(Rd) denota el espacio de subespacios de R¢ de dimensién k
y consideramos el espacio

Xp.g ={V € Gp(R?) : w|V definida positiva}
~{W e G (RY) : w|W definida negativa } (via V = V1),

U1

Up+q

Proposicién. La accion de SO(w) en X, , es transitiva.
Demostracion. Dsps. O

El espacio tangente a X, , en V € X, ; se identifica naturalmente a
hom(V, V>) = Ty X, ..

Como w es definida tanto en V como en V*, obtenemos canonicamente un producto
interno en hom(V, V1), denotado ( , )y y definido como sigue: si {vy,...,v,} es una
base w-ortonotmal de V' y {w1,...,w,} es una base w-ortonormal de V1 entonces
decretamos que el conjunto

{oij : V=V ie[lp],je[ld}
definido como ¢;;(v;) = w; y ij(vk) = 0 para todo k # 4, es una base ortonormal
de hom(V, V1).

Observacion 4.1. Observar que hom(V,V+) = V* @ V+ y que el producto interno
anteriormente definido coincide con el producto interno natural de V* ® V1 si
dotamos a V+ de —w y a V* del producto interno dual asociado a w|V.

Observacion 4.2. Mas importante remarcar es que, como los elementos de SO(w)
preservan w, su accién en la variedad Riemanniana (Xp,qv Ve (, )V) es por iso-
metrias.

{sopq}

{defi}

{extr}

{isometria}
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Definicién 4.3. Un espacio simétrico Riemanniano asociado a SO(w) es la varie-
dad Riemanniana (X, 4,V — (, )v).

Nos dirigimos a mostrar que efectivamente es un espacio simétrico.

4.1. Involuciones asociadas a la eleccién de V' € X, ,. La eleccién de un
punto V en el espacio simétrico de SO(w) induce:

- una simetria axial sy (v +w) = v — w de R? segiin la descomposicién R? =

VeV
- un producto interno oy € X4 definido como: oy (V,V+) = 0; oy |V = w|V;
oy|VEt = —w|VL.

El producto interno oy induce a su vez una involucién adjunta g — ¢*V y el
grupo SO(w) se escribe entonces como

SO(w) ={g € SL4(R) : g"V'syg = sv},
esto es simplemente una reformulacién de la ecuacién (7). En particular, el operador

adjunta *y preserva SO(w) y obtenemos un morfismo involutivo 7 : SO(w) —
SO(w) definido como

Proposicién 4.4. El espacio (Xp,q, Vi (, )V) es un espacio globalmente simétri-
co.

Para demostrar la proposicién comenzamos por dar una nueva descripcion del
espacio tangente Ty X, ;. Con este fin, estudiamos la derivada, en la identidad, de
la aplicacién actuar en V: my : SO(w) — X, 4 definida como 7y (g) =g- V.

Consideramos entonces el dlgebra de Lie

TiaSO(w) = so0(w) = {z € sla(R) : w(zu,v) + w(u, zv) = 0},
esta descripcién se obtiene derivando respecto de g la ecuacién que define SO(w)
(ecuacién numero (6)).
La diferencial de 7y en la identidad my = digmy : s0(w) — s0(w) esta dada por

la involucién
Ty T —xtV.

Consideramos entonces la descomposicién de so(w) en vectores propios de 7y :
so(w) =t @p¥

donde:

tV son los vectores fijos por 7y, o analogamente, los vectores de so(w) anti-

simétricos para el producto interno oy :
£V = {z € s0(w) : digry () = x}
={zxeso(w):z+2" =0}
={zesly(R):x+ 2" =0y xsy = syz}.
Se deduce que si x € £V entonces z preserva tanto V como V= y que e® pertenece
al estabilizador de V en SO(w). Se concluye que' el estabilizador de V en SO(w) es
el grupo
Ey (SO(w)), = exp(t") = {k € SO(w) : Tv (k) = k}. (8)

Ha componente conexa de la identidad de
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Concluimos que dijq7my tiene por niicleo £V y que por lo tanto es sobreyectiva
cuando restricta a pV, es decir, digmy : pV — Ty X, ¢ €s un isomorfismo.

pV son los elementos de so0(w) simétricos para oy, es decir diagonalizables en
un conjunto oy -ortogonal:

pV = {z €s0(w): digrv(z) = —x}
={resly(R):z=2" y zsy = —syz}.

Un andlisis mas detallado de p" serd necesario para entender geodésicas y planos
maximales de X, ;. Por ahora alcanza para probar la Proposicién 4.4.
Demostracion. Comenzamos por mostrar que la involucién 7y actia en X, 4, €s
decir que la aplicacién gy : X, , = X, ; dada por

sv(g-V)=1vig)-V

estd bien definida: en efecto, la ecuacién (8) establece que si k -V = V entonces
7v (k) = k, de donde se concluye que si g-V = h-V entonces 1y (g) -V = 1y (h) - V.

La diferencial de sy en V es —id. En efecto, por definicién de sy se tiene el
diagrama conmutativo

A%

SO(w) —— SO(w)
v vV

q T Xp.q

Como digmy : p¥ — Ty X,,q €s un isomorphismo y que por definicién, digqry :
pV — pV es —id, concluimos que dy Jy = —id.

La prueba concluye mostrando que 4y es una isometria, porque, como dy dy =
—id, de aqui se deduce que ademas 4y es la simetria central en V.

Jy es una isometria: Para cada ¢ € SO(w) denotamos ¢, : X, , — X, 4 la
aplicacion multiplicar por g, es decir,

(W) =g -W.

La observacion 4.2 establece que para todo g € SO(w), ¢4 es una isometria. Se tiene
ademds, como 7y es un morfismo de grupo, la siguiente relacién de conmutacién:

IVPg = Pry(g)dVv- (9)
Consideramos entonces g € SO(w) y dos vectores tangentes u,v € Ty Xy 4. Se
tiene que

(U, U)V = (deg(u% dV‘ﬂg(U))g.V'
Por otro lado, para todo v € Ty X, 4 se tiene que
dy,(vy3v (dvpg(v)) = dy ayeg(v)
= dy Qs (g)3v (V) (por la ecuacién (9))
= —dy s, (g)(V) (porque dy sy = —id).

{tutti}
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Como ¢, () es una isometria de X, ; y los ‘menos’ se cancelan, concluimos que

(z,9)v = (d@g(v)dv (dvgog(x)), dy,(v)3v (dVSOg(y»)JV(g‘V),

lo que concluye la demonstracién. O

Observacion. Observamos que la identidad (9) se lee en SO(w) como
dvgsv =1v(9) (10)
para todo g € SO(w).

4.2. Geodésicas de X, ,. Comenzamos por dar una descripcién de las geodési-
cas de X, 4.

Proposicién. Sean V € X, , y x € so(w). Entonces la curva t — €* -V es una
geodésica si y solo si x € pV.

Este célculo de geodésicas se deduce del parrafo 2.6 y de la siguiente observacién:

Observacion. Como 3y es una isometria de X, ,, tenemos una involucién del grupo
isomg(X4)o dada por,

Uy (f) =3v o foay.

La ecuacién (10) muestra que, en SO, 4, esta involucién coincide con 7V. Conse-
cuentemente, si notamos por J el dlgebra de Lie de isomg(X, ) y consideramos

pV ={zx€7:dgVy(z) = -z},

entonces p¥ = pV. En efecto, ambos tienen la dimensién de Ty X, , y por la ecuacién
(10) tenemos p¥ C pv.

4.3. La aplicacién V — oy es totalmente geodésica. El parrafo anterior
tiene como consecuencia la siguiente proposicion:

Proposicién. La aplicacion X, , — Xq definida como V +— oy es totalmente
geodésica.

Demostracion. Un calculo directo muestra que es SO(w)-equivariante, es decir que
para todos g € SO(w) y V' € X, 4 se tiene que

Ogv =0 0v.

Por definicién tenemos que p¥ C p°v, la equivariancia y los péarrafos 4.2 y 3.3
muestran entonces que para todo x € p¥, la curva t — ez - oy es una geodésica de
Xq. O

4.4. Planos totalmente geodésicos maximales de X, ,. Comenzamos por
una definicién:

Definicién. Un subespacio W € G2(R?) es una recta hiperbdlica si w|W tiene
signatura (1,1).

El objetivo de esta seccion es explicar la siguente biyeccién:
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{subvariedades totalmente geodésicas planas maximales por V}
1:1

{ min{p, ¢} rectas hiperbdlicas sy-invariantes y w—ortogonales}

Con este fin, estudiamos con més detalle los elemenos de p . Estos son elementos
simétricos para oy y por lo tanto diagonalizables en un conjunto oy -ortogonal. Sin
embargo, pertenecer a 50(w) impone més restricciones. Sea x € pV entonces:

-V =z,
- ISy = —Sy T
- para todos u,v € R? se tiene que w(zu,v) + w(u, xv) = 0.

Sea ¢ € P(R?) una recta propia para x de valor propio Ao(z) # 0. El segundo
item implica que sy (¢) es también propia para = de valor propio —A¢(z). El tercer
ftem implica ademds que w(¢, ) = 0, concluimos entonces que

Ld sy ()

es una recta hiperbdlica sy -invariante.

Si n # { es otra recta propia para x tal que 0 # A,(x) # —A¢(x) entonces el
tercer item implica que w(n, ¢) = 0. Se concluye entonces que las rectas hiperbdlicas
asociadas a 17 y a £ son w-ortogonales:

n®sv(n) LLEsy(0).

Observacion 4.5. Una colecciéon maximal de rectas hiperbdlicas w-ortogonales tiene
necesariamente min{p, q}-elementos.

Si recordamos que = es diagonalizable, la iltima observacién y la discusién que
le precede implican que x tiene, a lo mds, min{p, ¢} valores propios no nulos. Con-
cluimos entonces que z induce una descomposicién w-ortogonal

R? = ker z @ w (11)
WeH,

donde H, es una coleccién w-ortogonal de rectas hiperbdlicas, cada una invariante
por z (y por sy) y tal que para todo W € H, la restriccién z|W es diagonalizable
con valores propios no nulos.

Fijamos entonces una coleccién maximal H de rectas hiperbélicas w-ortogonales,
cada una sy-invariante y consideramos el subespacio asc C p¥ definido como

age ={x ep’ (W) Cc W VYW € ).

Observacion 4.6. ag¢ es un espacio vectorial de dimensién min{p, ¢}, sus elementos
se diagonalizan en un mismo conjunto oy-ortogonal: las rectas isotrépicas de cada
elemento de 3 y el w-ortogonal de @y 4 W. En este tltimo espacio vectorial w
es definida, y por lo tanto estd contenido en el nicleo de todo elemento de ag. En
particular los elementos de ag; conmutan entre si, mas aun, agc es maximal con esta
propiedad.

Proposicion 4.7. El conjunto e*7-V es una subvariedad plana totalmente geodési-
ca por V, mazximal respecto a la inclusion.

{desco}

{abeliana}

{flats}
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Demostracion. En vista del parrafo 4.2, para mostrar que e%* -V es totalmente
geodésico, alcanza demostrar que si x,y € p¥ entonces

zep’V.

Los elementos de p¢”"V son aquellos elementos de s0(w) que se diagonalizan en
un conjunto ogy.y-ortogonal. El conjunto oy-ortogonal de la observacion 4.6 es
ortogonal para eV - oy = oev.y (recordemos que la aplicaién V — oy es SO(w)-
equivariante). Como z es diagonal en este conjunto concluimos que x € pe’ V.

Para mostrar que €% -V es ademéds de curvatura constante = 0 obervamos que,
como los elementos de €% conmutan, la aplicaciéon z — e - V' es una isometria
entre

(Cl}c,( ’ )V)

(que es un espacio Euclideo y por lo tanto plano) y la métrica de X, , restricta a
e . V. Concluimos que €% -V con la métrica inducida tiene curvatura 0, como
ademds es una subvariedad geodésica, concluimos que la curvatura de la métrica
inducida y la de X, , coinciden. O

4.5. Raices y camaras de Weyl. Estudiamos entonces, dado = € ag¢, los pla-
nos geodésicos maximales que pasan por x.

En vista de la Proposicién 4.7 y la ecuacién (11), los planos que pasan por x estan
en biyeccién con las colecciones H, w-ortogonales de rectas hiperbdlicas donde cada
una es z-invariante (y sy-invariante).

La existencia de otras tales colecciones, a parte de H, depende de los valores
propios de z. A modo de ejemplo, supongamos que existen U, W € H tales que los
valores propios de z|U coinciden con los valores propios de z|W. Esto equivale a
decir que existen rectas isotrépicas £ € U y n € W tales que

Ae(x) = A (z).
Consideramos entonces el grupo compacto
Kyw :={ke KV : k(U W)+ =id},

este grupo es simplemente el producto de rotaciones en el espacio de dimension 2
(U @ W) NV, con rotaciones en (U @ W) N V.

Observamos entonces que para todo k € Ky w la coleccién kI verifica la ecua-
cién (11) para z y por lo tanto corresponde a un nuevo plano geodésico maximal
por .

De haber mas coincidencias en valores propios, obtendriamos un grupo compacto
de dimensiéon mas grande y por lo tanto familias de planos geodésicos maximales
por x con mas parametros. En el otro extremo, si no hay ninguna coincidencia en
los valores propios de x y todos aquellos que pueden no ser cero, son efectivamente
no nulos, entonces H es la tnica coleccién que verifica (11) para = y por lo tanto
€% .V es el inico plano geodésico maximal por x.

Para entender entonces las familias de planos geodésicos maximales que pasan
por z € agc C Ty X, 4, fijamos de manera arbitraria, para cada U € 3, una recta
isotropica ¢ € U y consideramos el siguiente subconjunto de ag¢*. Estamos obligados
a distinguir dos casos:

- sip # q, es decir que todo x € p" tiene niicleo no trivial, entonces éste niicleo
puede usarse para crear nuevas colecciones cuando ocurre que Mg, (z) = 0
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para algun U € J; consideramos entonces
Bmin{p,q} = { + )\@U + )‘éw L g — R}U,Wef}f U {)\@U g — R}UGS}C'

- si p = q alcanza con entender las coincidencias entre dos valores propios
distintos:

Dunin{pay = { £ Xy £ Aeyy 1ase > R

Definicién. El conjunto Bingp,q} (resp. Diin{p,q} Si p = q) se llama el sistema de
raices restrictas de SO(w). Una cdmara de Weyl es la clausura de una componente

conexa del complemento de UaeBm;n{p o ker a, (remplazamos B por D si p = q).

La importancia de las cdmaras de Weyl reside en que un elemento = € ag¢
pertenece al interior de una cadmara de Weyl si y solo si existe un unico plano
geodésico maximal por z.

By ker o, a0 € Bo

Do kera o € Dy

FI1GURrA 4. A la izquierda el sistema de raices restrictas de SOx
a la derecha los respectivos ntcleos.
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5. EL CUBRIMIENTO UNIVERSAL DE UN GRUPO COMPACTO

Lo que hay que llevarse de esta seccion es el siguiente Teorema de Weyl, demos-
trado en el parrafo 5.8:

Teorema. Sea g un dlgebra de Lie real tal que la forma de Killing kg es definida
negativa, entonces todo grupo de Lie G de dlgebra g es compacto.

La estrategia general pasa por estudiar grupos de Lie G con una métrica Rieman-
niana bi-invariante, es decir, tal que para todo g € G las aplicaciones L,(h) = gh

y Rg(h) = hg son isometrias. Mostramos primero que un tal grupo es un es-
pacio globalmente simétrico, cuyo tensor de Ricci en la identidad de G, ¢, serd
Ricci, = —(1/4)kg. Si admitimos el conocido Teorema de Bonnet-Myers' la prueba

del teorema de Weyl se termina con ese calculo, sin embargo, seguimos la estrategia
del libro de Helgason [4] y remplazamos el uso de este teorema por un argumento
mas elemental (ver el parrafo 5.6).

5.1. Descripcién en g de métricas bi-invariantes. El objetivo es entonces
explicar la siguiente biyeccién que nos permitira aplicar lo estudiado a cubrimientos
de G,

{métricas Riemannianas bi-invariantes en G (conexo) }

i

{productos internos adg-asociativos en g}.

En efecto, si (,) es una métrica Riemanniana bi-invariante en G, entonces ( , ).
es un producto interno en g Ad(G)-invariante, es decir tal que para todos z,y € g
y g € G vale que

(Ad(g)z, Ad(g)y)e = (z,)..

Si (9¢)te(—e,e) €5 una curva en G con go = € y Jo = z € g obtenemos al derivar la
ecuacion respecto de ¢ (ver A.1) que

(ad(z)x,y), + (z,ad(2)y). =0,

es decir que para todos z,y, z € g vale que
([I, y]a Z)e = (SC, [yv Z])g'

Reciprocamente, sea w un producto interno en g tal que w([ym yl, z) = w(m, [y, z})
para todos z,y, z € g. Para g € G definimos el producto interno en T,G como, para
T,y €9,

(deLg(x)7deLg(y))g = w(x,y).
Por definicién, las aplicaciones Lj; son isometrias. Mostramos primero que para
todos z,y, € g la aplicacién

g — w(Ad(g)z,Ad(g9)y)
es constante. Con este fin, consideramos z € g y la curva (getz)te(_E o congo=g
y go = d.Ly(z). La curva

t — w(Ad(g:)z, Ad(g:)y)

1Una variedad Riemannianna M completa tal que para todos p € M y v € T, M unitario vale

Riccip(v,v) > € (para € independiente de p) es compacta. Ver por ejemplo do Carmo [2, IX.3].
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tiene derivada, como Ad(ge'?) = Ad(g)Ad(e'?) y diaAd = ad (ver A.1),

w(Ad(9) (12 2]), Ad(9) (1)) +w(Ad(g) @), Ad(g) ([z.3]) ) =0,

porque Ad(g)[z,y] = [Ad(g)z, Ad(g)y]. Como G es conexo, se concluye que g —
w(Ad(g)z,Ad(g)y) es constante, como buscado.

Tenemos entonces que para todo g € G la aplicacion dyRg-1 : T,G — TG es
una isometria. Para terminar tenemos que probar que para todo h, la aplicacién
Ry, : G — G es una isometria pero fijando g € G vemos que

ngh = dng—l o ngh o dth
es una composicion de isometrias, lo que termina la prueba. [
5.2. Simetria global.

Proposicion. Un grupo de Lie con una métrica bi-invariante es un espacio global-
mente simétrico.

Demostracion. Sea G un tal grupo, demostramos que la aplicacién 4. : G — G

definida como

do(x) =2t

es una isometria; como d.4, : g — g es —id se deduce que 4. es la simetria central
en ¢ y habremos concluido. La simetria central basada en g € G se obtendra como

3g(x) = gz~ g = Lgos.o (Lg)_l(x) =Rgos.0 (Rg)_l(x)‘

Para ver que 4. es una isometria global vemos que para todo g € G se tiene que

dcLg = Ry-13¢, de donde
dg.je o deLg = deRg—l (dgde) = —ngg—l.
Como para las aplicaciénes Ly y Rg-1 son isometrias, concluimos lo deseado. [
5.3. El espacio p° y la forma de Maurer-Cartan. Tenemos entonces una
descomposicién
J =48 ®p3,

del dlgebra de Lie J de isom;q(G), donde p5 es el espacio anti-fijo por la diferencial
en id de

frd.fd.. (12)
Observamos que el grupo G' x G acttia por isometrias de G como' Vgm () =

gyh~ !y por lo tanto G, x G, C isomg(G). La involucién (12) restricta a G, x G,
es

7o (9, h) = (h, 9);
en efecto, para todos g, h,r € G se tiene 3, (go(g,h)(dg(v))) = hyg™"t = Q(hg)(7)-
Los espacios propios de la diferencial d(, .7, : g X g — g X g son

t={(z,z) 1z € g},
p’={(z,—z) : z € g}.

Observacion. Se tiene que p3 = p*.

Lel inverso en h es necesario para que esto defina una accién de G X G.

{bi-invSim}

{maurerG}

{invo}
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Demostracion. En efecto, se deduce de que p® C p§ (porque son los puntos anti-fijos
de la involucién (12) restrictos al subespacio g x g C J) y de que tienen la misma
dimensién (igual a T,G = g). O

Miés atin, la aplicacién m, : isomg(G) — G definida como 7.(f) = f(e) se
restringe a G x G como

e (Pgn) = P(gm(€) = gh™ .
La diferencial 7¢ : p* — T,.G = g es 7°(x, —x) = 2z, de donde su inversa, la forma
de Maurer-Cartan, 6, : g — p© es

0.(z) = (z/2,—x/2).

Observacion. Este pequeno trabajo hay que hacerlo porque los grupos isomg(G) y
G x G no coinciden necesariamente (e.g. G = R™).

5.4. Geodsésicas de G.
Proposicion. Las geodésicas por ¢ € G son los subgrupos a un pardmetro de G.

Demostracion. Como G es un espacio globalmente simétrico, del parrafo 2.6 te-
nemos que las geodésicas de G son de la forma t — 7, (em) para x € p5. Como
consecuencia del parrafo anterior tenemos que p* = p5 y por lo tanto la geodésica
por ¢ con velocidad z € g es t = m, (e!®/272/2)) = ete, O

Corolario. Si G es conexo y admite una métrica bi-invariante entonces el mapa
exponencial es sobreyectivo.

Corresponde comparar con, por ejemplo, el grupo SL(2,R), donde la matriz
(Bt _?/t) con t > 1 no es alcanzada por expsl(2,R) (de donde se concluye que
SL(2,R) no admite métricas bi-invariantes).

5.5. Un grupo compacto admite una métrica bi-invariante.

Observacion. Un grupo de Lie compacto admite una medida finita invariante a
derecha.

Demostracion. Sea €, una forma de volumen en T,K = ¢ (es decir una dim¢-
forma alternada no degenerada). Definendo, para k € K, la forma ) como el
pull-back R;{), obtenemos una dim £-forma en K, no degenerada, invariante por
multiplicacién a derecha.

Nada garantiza que Ry preserve orientacion cuando saltamos de una componente
conexa a otra, sin embargo, si K. es una componente conexa de K entonces:

- fKC Qk ¢ {0,00},
- para todo abierto A de K, el signo de la integral fﬂ Q solo depende de K..

Definimos entonces la medida en cada componente conexa de K como p(A) =
+ [, Q. eligiendo el signo para que p(A) > 0 y extendemos esta medida a K
de manera obvia. Como K es compacto, tiene un numero finito de componentes
conexas de donde p(K) < oo. O

De la existencia de esta medida se deduce inmediatamente lo siguiente:

Observacion. Si K es un grupo de Lie compacto y p : K — GL(V,R) es una
representacion, entonces existe en V' un producto interno p(K)-invariante. Consi-
derando la representacién Ad : K — GL(¢) obtenemos que K admite una métrica
bi-invariante.
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Demostracion. Fijamos un producto interno (arbitrario) w en V' y lo promediamos
usando la medida p de la observacién para obtener que el producto interno

(u,v) — /Kw(p(k:)u,p(k)v)du(k) < 00

es p(K)-invariante porque p es invariante a derecha. ([

Usando el péarrafo anterior tenemos entonces que un grupo compacto es un espa-
cio globalmente simétrico, cuyas geodésicas por ¢ son los grupos a un parametro.
Por completitud de la métrica concluimos que el mapa exponencial de un tal grupo
es sobreyectivo.

5.6. Grupos compactos de centro finito. Podemos ahora mostrar el siguiente
teorema, el argumento es de Helgason [, Ch. II, Thm. 6.9].

Teorema. El cubrimiento universal de un grupo de Lie compacto de centro finito
es compacto.

En particular, el grupo fundamental de un tal grupo es finito.

Demostracion. Sean K un tal grupo y K su cubrimiento universal. Es un grupo de
Lie (ver A.9) de dlgebra de Lie ¢ El grupo K, al ser compacto, tiene una métrica
bi-invariante, y del parrafo 5.1 se deduce que K también. Esta métrica lo convierte
en un espacio globalmente simétrico. En particular es un espacio completo y las
geodésicas de K por e (la identidad de K) son los subgrupos a un parametro de K.

La proyeccién cociente 7 : K — K es un morfismo de grupos cuyo ntcleo, I, es
un subgrupo discreto de Z(K), ver A.9. Como el centro de K es finito, Z(¢) = {0}
y por lo tanto Z(K) es un subgrupo discreto de K.

Supongamos que K no es compacto. Por completitud existe un rayo geodésico
minimizante, es decir, o : R — K geodésica minimizante para todo tiempo futuro,
con «(0) = e. La contradiccién vendrd mostrando que «(t) € Z(K) para todo t.

Observamos primero que, como las geodésicas de K por e son los grupos a un
parametro, es el caso de a y entonces:

- multiplicando por los elementos de o vemos que esta es globalmente minimi-
zante, es decir que minimiza la distancia entre cualquier par de sus puntos;
- la proyeccién (@) es un subgrupo a un parametro de K.
Como K es compacto, la clausura de 7(«) es un subgrupo abeliano de K. Se con-
cluye entonces que m(«) acumula en ¢.
Consideramos una sucesion t,, — oo tal que

m(alty)) — e.
Esta convergencia se interpreta en K como sigue: existe una sucesién z, € [ =
7 1(e) tal que dk (2, (tn)) — 0.
Consideramos g € K arbitrario, el objetivo es mostrar que la geodésica global-

mente minimizante 6(¢) = ga(t)g~! coincide con a. De no ser asi, el 4ngulo entre
a'y ¢ en e es diferente de 0, en particular, existe un £ > 0 tal que

d (a(—€),8(¢)) < 2e = d(a(—¢),a(e)).
Observamos ademas que
dk (6(tn)7 a(tn)) < dK(ga(tn)gila Zn) + dk (Zna Oé(tn))
= 2dk (2n, a(ty)) — 0

{cpt}
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)

. Zn
ﬁ@\/\' p
a(—e) w ale) T ——

porque z, € Z(K) y dk es bi-invariante. Consideramos entonces la geodésica a trozos
Y entre a(—¢) y a(ty,) definida como:

- una geodésica minimizante entre a(—e¢) y d(¢),
- d entre 6(g) y 0(ty);
- una geodésica minimizante entre §(t,) y a(tn).

Se concluye observando que, si n es suficientemente grande para que
dk (a(—e), 6(6)) + dk ((5(tn), a(tn)) < 2e,

entonces v, es una curva entre a(—e¢) y «(t,) mas corta que «, lo que contradice
que « sea minimizante. O

5.7. La curvatura de (G. Consideramos nuevamente un grupo de Lie conexo G
con una métrica bi-invariante. Usando el cédlculo de la forma de Maurer-Cartan del
parrafo 5.3 obtenemos que el tensor de curvatura se lee en este caso como sigue:

Proposicion. El tensor de curvatura de G en ¢ es, para x,y,z € g, R(z,y)z =
—1[[=, 9], 2]. La curvatura seccional es

k(Re & Ry) — - ([, 9], [z,9]),

4 (xvx)ﬁ(g/?y)e - (%y)i’

en particular k(Rz @ Ry) > 0 y es igual a 0 si y solo si [x,y] = 0. Se tiene ademds
que el tensor de Ricci

Ricci, = %ng,
donde rq es la forma de Killing de g.

Demostracion. Del parrafo 2.7 tenemos que, para z,y,z € T,G = g que
R(w,y)z = —* ([[0° (), 0° )], 0°(2)] ).

Se tiene que 7°(z, —x) = 22 y que la forma de Maurer-Cartan es 0, (z) = (x/2, —x/2).
Remplazando concluimos que

1
R(l’, y)Z = 71 H‘Ta y]a Z} .
Calculamos entonces

—(R(q:,y)ac,y)e = i([[x’y]’x}’y)e

1
= Z([m,y], [x,y])e (porque (, ). est adg-asociativo),

lo que implica el célculo de k(Rxz @ Ry). Como (). es un producto interno, dedu-
cimos que k(Rz ® Ry) > 0 e igual a 0 si y solo si [z,y] = 0.
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Finalmente, aplicando la definicién del tensor de Ricci tenemos, para z,y € T, G,

Ricci, (z,y) = traza (z — R(z,2)y)

= traza (z — [[Z,JCLZ/])

-1
= T/@g(y,x) (definicién de kg, ver A.13)
—1
= Tﬁg(x,y) (simetria de kg),
lo que termina la prueba. ([

Obtenemos el siguiente corolario.

Corolario. FEl centro de g coincide con el radical del tensor Ricci,. Sea & =
Z(g)t -, entonces £ es un ideal de g y la forma de Killing de &, es definida negativa.

Demostracion. Usamos que el tensor de Ricci se recupera de las curvaturas seccio-
nales y la Proposicién de este parrafo:

Ricci,(z,2) = Y k(Rz ®Rz) = > ([r, 2], [z, 2]), >0 (13)
K3 1
para cualquier base ( , ).-ortonormal {z;} de g que contenga a x.

Como las curvaturas seccionales son > 0, la ecuacién (13) muestra que si x € g
es tal que Ricci,(x,z) = 0 entonces cada término en la suma se anula, de donde
x conmuta con todos los elementos de una base de g, es decir z € Z(g). La otra
inclusion se deduce también de esta ecuacion. Finalemente observamos que, como
Ricci, es semidefinida, su radical

Rad Ricci, = {z : Ricci,(z,y) = 0Vy € g}

coincide con sus vectores isotrépicos {z : Ricci, (z, z) = 0}.
Como (), es un producto interno, el ortogonal ¢ de Z(g) intersecta a éste solo
en {0}. En particular, £ N Rad Ricci, = {0} de donde Ricci, |t es definida positiva.
Por otro lado, para todos z,y € gy z € Z(g) se tiene

([, y], z)ﬁ = (z,[y,2]), (adg-asociatividad)
=0 (= € Z(9)),

es decir que [g, g] C Z(g)1 < = &, en particular £ es un ideal de g. Por lo tanto (ver
A13) ke = Kglt = —4Ricci, |t es definida negativa. O

5.8. Un Teorema de Weyl. Comenzamos por enunciar algunas propiedades ge-
nerales de la forma de Killing que precisaremos (y que se encuentran en el apéndice).
Si g es un algebra de Lie de forma de Killing x4 entonces:

- Z(g) C Rad kg4 en efecto si x es tal que [z,y] = 0 para todo y € g entonces
Kg(z,y) = traza (z = [z, [y, z]]) = traza(z — 0) = 0, ver también A.13.
- Si G es un grupo de Lie de algebra g y kg4 es no degenerada (i.e. G es semi-

simple), entonces Ad(G) es un subgrupo cerrado de GL(g). Este hecho es no
trivial y estd demostrado en A.G.

Teorema (Weyl). Sea K un grupo de Lie tal que k¢ es definida, entonces K es
compacto.

{RZi}

{compactoySs}
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Demostracion. Como K es definida, € no tiene centro, de donde Z(K) es discreto.
En particular, Ad : K — GL() es un cubrimiento sobre su imagen, Ad(K). Como
ke no degenera, Ad(K) es un subgrupo cerrado de GL(%), contenido en SO(ke).
Este dltimo grupo es compacto por ser k¢ definida. Concluimos que Ad(K) es
un grupo compacto, mas ain, como ke no degenera, r,q(¢) tampoco, de donde
Z(ad(€)) = {0}, se obtiene asi que el grupo Ad(K) es de centro discreto. El pérrafo
5.6 implica entonces que su cubrimiento universal K es compacto. Como K cubre
Ad(K) tenemos que el cubrimiento universal de K es también K, lo que implica la
compacidad de K. ([

5.9. Clasificacion de grupos con métricas bi-invariantes. En este parrafo
mostramos el resultado siguiente:

Teorema. Sea G un grupo de Lie conexo con una métrica bi-invariante, entonces
el cubrimiento universal de G es isomorfo al producto R? x K donde K es un grupo
compacto (simplemente conexo) de centro finito.

Necesitamos el siguiente hecho general: si G es un grupo de Lie simplemente
conexoy ¢ : g — b es un morfismo de algebras, entonces ¢ = diqp, donde ¢ : G — H
es un morfismo de grupos.

Demostracion. Consideramos entonces un grupo de Lie G con una métrica bi-
invariante. Del Corolario del parrafo 5.7 obtenemos una descomposiciéon

g=Z(g ot (14)

en suma de dos ideales tales que k¢ es definida negativa. Sea entonces K un grupo
simplemente conexo de algebra de Lie £, por el Teorema de Weyl K es compacto
(v de centro finito). Consideramos finalmente d = dim Z(g), el grupo R? x K es
simplemente conexo y como la descomposicién (14) es por ideales, el mapa Z(g) x
t — g dado por (z,y) — x + y es un morfismo de dlgebras, que integra entonces
como un morfismo de grupos 7 : R¢ x K — G. Como ambos grupos tienen la misma
algebra de Lie este morfismo es un cubrimiento. Esto termina la prueba. O

5.10. Los grupos de Lie compactos clasicos simplemente conexos.

5.10.1. s0,(R). Consideramos el producto interno usual (, ) en R™ y el grupo O(n)
de matrices que lo preservan, O, (R) = {g € GL,(R): g*g = 1} cuya algebra de Lie
es

50, (R) = {z € sly(R) : " = —z},

donde * denota la operacién adjunta de (,). A modo de ejemplo, observar que el
mapa

0 =z vy

(71 0 Z) — (:E7y72)

—y —z 0
es un isomorfismo de 4lgebras de Lie entre s0(3) y (R3, A), donde el producto A
es definido como u A v es: ortogonal a u y a v; el conjunto {u,v,u A v} tiene la
orientacién de R?; la norma de u A v es el 4rea del paralelogramo determinado por
Uy .

Un elemento de O, (R) tiene determinante € {41}, notamos por SO,,(R) aquellos

de determinante 1 y por O, aquellos con determinante —1; son las componentes
conexas de O, (R).
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Observamos que SO,,(R) actua transitivamente en la esfera'! $"~! = {v € R" :
|lv]| = 1}y que el estabilizador de un punto dado p € S™ es

By (S0u(R) = {(39) : 9 € SO, 1 (R) },

donde la matriz es tomada en la descomposicién Rp@pt. Esto suele denotarse como

$"~1 =S0,(R)/SO,,_1(R).
Observacion 5.1. Consideramos la simetria axial respecto de p, 4, : R* — R"
10
3= (0 Sa)-
Es claro que 4, preserva S"~!, que preserva su métrica y que d,3, = 3, Ipt = —id.
Concluimos que $™ es un espacio globalmente simétrico.

Es interesante observar que los puntos fijos de la involucién 77 : SO, (R) —
SO, (R), 7P(g) = 3,93, es el grupo disconexo

Fix(r?) = Epu{(:)l 0):ge o;,l(n&)}.
El cociente SO, (R)/ Fix(7P) = P(R™) es también un espacio globalmente simétrico.

Como S" es simplemente conexo para todo n > 2, obtenemos la siguiente con-
secuencia.

Lema. El grupo fundamental de SO, (R) es un cociente del grupo fundamental de

SO5(R).

Demostracion. Es un hecho general: si H es un subgrupo cerrado de G y G/H es
simplemente conexo entonces w1 (G) es un cociente de w1 (H), ver A.18. O

Podriamos haber continuado la induccién hasta SO5(R), pero esto seria una
perdida de informacién. De hecho SO3(R) es difeomorfo al espacio proyectivo P(R*),
su grupo fundamental es por lo tanto isomorfo al grupo multipicativo {1, —1}.

FIGURA 5. Asociamos a v € B(0, 1] la rotacién de eje Ru, dngulo

7||v|| y direccién como indica la figura. (s03}
En efecto, el espacio P(R?*) puede interpretarse como la bola cerrada B(0, 1]

de R3, donde identificamos puntos antipodales de la esfera borde. Dado entonces

v € B(0, 1] consideramos la rotacién R, de eje Rv, de dngulo 7||v|| en el sentido

Ldados p,q € $"~1 alcanza con considerar la rotacion correspondiente en plano generado por
py ¢,y tomar la identidad en (Rp @ Rq)L.
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tal que para todo w € v* el conjunto {v,w, R,(w)} tiene la orientacién de R?, ver
figura 5. Es claro que todo elemento de SO3(R) se obtiene de esta manera y que
esta aplicacion es inyectiva.

Los grupos Spin,, (R). Nos proponemos ahora construir explicitamente un cubri-
miento doble de SO, (R).

5.10.2. su,. Consideramos el producto Hermitiano usual de C": h(z,w) = Y z;w;
y el grupo de transformaciones de C™ que lo preserva

U, = {g €GL,(C):g%g = 1},

donde * es transponer y conjugar coordenada a coordenada (la operacién adjunta
de h), de dlgebra de Lie su, = { € gl[,(C) : 2* = —z}. El determinante de
los elementos de U,, tiene necesariamente médulo 1 y escribimos SU,, al subgrupo
normal de aquellos con determinante = 1. En general si A € S! notamos por U7 al
conjunto cerrado de aquellos elementos de determinante igual a .

La accién de SU,, en la esfera de dimension impar $2"~! es también transitiva y
el estabilizador de un punto es isomorfo a SU,,_1. Obtenemos entonces que $*~! =
SU,,/SU,,_1, de donde el grupo fundamental de SU,, se obtiene, al igual que en la
seccién anterior (ver A.18), como un cociente de 71 (SUz). Observamos entonces que

U = {( %) € GL(®):lal* + 3 =1}

es difeomorfo a la esfera $3. Concluimos que

- SUj es el cubrimiento universal de SO3(R) (ver la seccién siguiente para mas
precisiones),
- SU,, es simplemente conexo para todo n > 2.

Cabe remarcar que $?”~! no es un espacio simétrico de SU,,. Hay razones teéricas
para esto (como por ejemplo el pérrafo ??7). Podemos observar que al imitar la
estrategia del caso SO, (R), es decir, considerando la simetria central §,, para p €
S$?"=1, que fija p y actiia como —1 en p**, los puntos fijos en SU,, de la involucién
asociada a ésta es el grupo conexo

Ficr = { (%' 0) s xe st ge U,

en la descomposicion Cp @ p» = C". Esto muestra que el cociente SU,,/ Fix 7P =
P(C™) si es un espacio simétrico asociado a SU,,. Es de curvatura variable y todas
sus geodésicas son cerradas.

Recordemos que la parte real o = Rh es un producto interno en C" y que su
parte imaginaria w = Sh es una 2-forma real alternada, no degenerada, en C". La
aplicacion ¢ : GL,(C) — GLa,(R) definida como

Ro -G
‘P(g) = < %z %\;g >

es un morfismo de grupos,
- ¢(g*) = ¢lg)*,

- traza (p(g)) = 2R traza(g),
- det (i0(g)) = | det(g)[*.

verifica:
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Como los elementos de U,, preservan simultaneamente o y w, concluimos que

‘P(Un) =502, (R) N San(R),

donde Sp,,, (R) es el grupo simpléctico real de matrices de GLa,(C) que preservan
la forma w.

5.10.3. sp,,. Consideramos los quaterniones de Hamilton H. Por definicién, H es
el dlgebra real generada por {1,1, 7,45} donde

i?=-1, j*=-1vy ij=—ji.

Es un espacio vectorial real de dimension 4. El conjugado de ¢ = a + bi + cj + dij
es ¢ =a—bi—cj—dij, el modulo de q es

lal = 97 = a® + b + & + &2,
es el cuadrado de la norma de ¢ para el producto interno de R* que hace del
conjunto {1,4,7,4j} una base ortonormal. Si ¢ € H es no nulo, entonces tiene un

inverso bien definido ¢~! = ¢/|q|. Registramos estas (y otras) observaciones directas
en la siguiente observacion:

Observacion. El dlgebra H es asociativa, con divisién y su centro es R1.

Una cuenta directa da que el médulo es multiplicativo |¢t| = |¢||t|. Asi, el con-
junto de los quaterniones de médulo 1 es un grupo multiplicativo que denotamos

Sp(1) ={g€H:|q| =1},
es difeomorfo a la esfera S$3.
Denotamos por pH el conjunto de quaterniones puros

pH := iR @ jR @ ijR = (R1)*.

Multiplicar por un elemento de Sp(1) preserva el médulo en H y es por lo tanto
una isometria de H. Si ¢ € Sp(1) entonces conjugar por g,

x> qrq ",

preserva R - 1 y por lo tanto su ortogonal pH. Obtenemos un mapa de Sp(1l) —
SO3(R) definido como

q+— (quxq71> x € pH

cuyo nucleo es {1, —1}. Obtenemos entonces que el cubrimiento universal de SO3(R)
es Sp(1).

En realidad, si en vez de conjugar consideramos tanto multiplicacién a izquierda
como a derecha obtenemos un morfismo de grupos % : Sp(1) x Sp(1) — SO4(R)
definido como

(q,t) — (m — qxtil).

Si g,t € Sp(1) son tales que gwt~! = x para todo * € H (es decir, si el par
(g,t) € ker 1)), entonces poniendo x = t obtenemos que ¢ = ¢ pertenece al centro de
H, es decir ¢ =t € R- 1. Concluimos que

(

kerﬂ’ = {(17 1)a (_17 _1)
En particular, con un célculo de dimension de SO4(R) (y usando la conexion de este),
concluimos que % es un cubrimiento doble de SO4(R). Registramos esta discucién

en la observacién siguiente.
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Observacion. El cubrimiento universal de SO4(R) es isomorfo a Sp(1) x Sp(1).

Consideramos ahora el espacio H", como H no es conmutativo mas que “espacio
vectorial sobre H”podemos hablar de accién a izquierda de H en H™. El grupo de
matrices invertibles a coeficientes en H, GL,(H), estd bien definido (porque H es
asociativo) independientemente de la accién de H en H™ que hayamos elegido. Sin
embargo, definir el determinante de g € GL,, (H) es mds sutil y no serd realmente
necesario en lo que viene.

Consideramos el producto Hermitiano (sobre H)

Qg 1) = Z qiti

y definimos el grupo de matrices

Sp(n) = {g € GLa(H) : g*2g =1}

de matrices que lo preservan, aqui *@ es la adjunta de @), es decir, transponer y
conjugar (en H) cada coeficiente. Como antes, la accién de Sp(n) en la esfera unidad
S$4m=1 de H™ es transitiva y obtenemos $%"~1 = Sp(n)/Sp(n — 1). Aplicando de
nuevo A.18 obtenemos, como Sp(1) es simplemente conexo, que Sp(n) también lo
es, para todo n € N.

Para ¢ € H" podemos considerar el par de n-uplas complejas determinadas por
q = z1(q) + jz2(q). De la misma manera escribimos, para g € GL, (H), como

g = z1(g) + jz(9)

con z1(g), 22(g) € GL2,(C) (interpretando ¢ a la vez como H y C) entonces obtene-
mos un morfismo de grupos ¢ : GL,(H) — GL3,(C) definido como

_ ([ =g —=(g)
v =50 )
Obtenemos entonces que ¢ (Sp(n)) = SUz, N Spy,, (C).
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6. EL TEOREMA DE DESCOMPOSICION DE CARTAN L
{BbapBagyhad }

6.1. Los 3 tipos y sus propiedades geométricas basicas. Un par simétrico
(g,0) es un algebra de Lie g con un morfismo involutivo o # id. Si escribimos

t =1t =Fixo
p=p°={xeg:o(x)=—z},
entonces tenemos las siguientes relaciones con el corchete (recordar el parrafo 2.4):
- [ggCe,

- [E?p] cp,
- [pap] ct

Observacion. El dlgebra p @ [p,p] es un ideal de g. Ademds, € y p son ortogonales
para Kg.

Demostracion. Para ver que p @ [p,p] es un ideal, consideramos primer z € p y
Vemos que
(2,0 @ [p,pl] = [z, 0] + [, [p, p]]-

El primer termino estd contenido en [p,p] y el segundo en p, dado que [p,p] C £y
[¢,p] C p. Para x € € se usa un argumento analogo.

Para ver que ¢ y p son ortogonales consideramos = € £ e y € p, la aplicacién
lineal ad, oad,, : g — g verifica ad, (ady(£)) C p y ad,(ady(p)) C €. Como g =tdp
se tiene r4(z,y) = traza(adzady) = 0. O

El par (g, 0) es ortogonal si Inty(€) es un subgrupo compacto de GL(g). Decimos
ademds que es efectivo si Z(g) Nt = {0}.

Lema. Sea (g,0) un par simétrico ortogonal efectivo, entonces k4|t < 0.

Demostracion. En efecto, como Inty(€) es compacto existe un producto interno
(,) en g preservado por Inty(£). Para todo k € ¢ la transformacién ady € gl(g)
es anti-simétrica para ( , ), si escribimos ady = (k;;) en una base ( , )-ortonormal
entonces

kg(k, k) = traza(ady o ady,) = — traza ((ki;) (kji)) = — Yk < 0.
4,7
De la cuenta sale ademds que ady = 0, es decir que k& € €N Z(g), si y solo si
kg(k, k) = 0. Como el par es efectivo obtenemos r4[t < 0. O

Definicién. Distinguimos tres tipos de pares simétricos ortogonales efectivos. De-
cimos que (g, o) es de tipo:

- Fuclideo si p es un ideal abeliano de g;

- compacto si kglp < 0;

- no-compacto si kglp > 0.

Observar que en los pares de tipo compacto y no-compacto el dlgebra g es nece-
sariamente semi-simple ya que € L, p y que rg|€ < 0 por la efectividad.

Terminamos esta seccion mostrando las siguientes propiedades geométricas de
cada tipo. Observar que si X es un espacio globalmente simétrico y o € X mostramos
en la observacién de parrafo 2.4 que el par (J,0°) es un par simétrico ortogonal
efectivo, donde:

- J es el algebra de Lie de isomg(X)
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- 0° = dig7° donde 7° : isomg(X) — isomg(X) es definido como f +— 3, f,.
El tipo de X es el tipo del par simétrico (J,0°).

Proposicion. Sean X un espacio globalmente simétrico, o € X y x,y € p°.

- 51 X es de tipo compacto entonces X es compacto, la curvatura seccional
k(m°(Rz & Ry)) > 0 con igualdad si y solo si [z,y] = 0.

- 8i X es de tipo no-compacto entonces k(m°(Rz & Ry)) < 0 con igualdad si y
solo si [z,y] = 0.

- 51 X es de tipo Euclideo, entonces el tensor de curvatura de X es identica-
mente nulo.

Demostracion. Comenzamos por mostrar la compacidad de X cuando este es de
tipo compacto. En efecto, como r4|p < 0 obtenemos que k4 es definida negativa en
g. Por el teorema de Weyl (parrafo 5.8) tenemos que isomg(X) es compacto y de
accién transitiva en X, por lo tanto X es compacto.

Volviendo al caso general, consideramos el producto interno

()= (=(),7°()),

en p asociado a la métrica Riemanniana de X, es ady(€)-asociativo por el Corolario
2.5. Del parrafo 2.7 tenemos que

o

~(R(r°(@), m*(y))w*(2), 7°(1))
(wo(2), 7)), (7 (), 7°(9), — (7 (), 7(v))]
([91.2].v)

(@) () - ()
Como kg no degenera en p tenemos una transformacion lineal 7' : p — p tal que
para todos z,y, € p vale kyg(Tz,y) = (z,y). Esta transformacién verifica:

k(m°(Rz @ Ry)) =

x
x

- T es simétrica respecto de kg|p,
- T conmuta con ady, Vk € €, por ady(€)-asociatividad de kg y de (, ).

Como kg es definida en p, T' es diagonalizable. Sea

b= @ ¢
il

la descomposicién en espacios propios de T, donde T|e; = A;Id. Como T es kg4-
simétrica se tiene que los espacios propios de diferente valor propio son xg4-ortogonales.
Mas atin, como T' conmuta con ady para todo k € £, adg() preserva cada espacio
propio de 7.

Observamos ademés que los valores propios de T son todos del mismo signo,
positivos si X es de tipo no-compacto, negativos si X es de tipo compacto.

Observamos que para todos i # j se tiene que

[e;, ¢;] = {0}
ya que, como kg es no degenerada en £ calculamos kg (k:, [es, ej]) = ng([k, e, ej) =

{0}, porque ¢; L  ¢; y [k, e;] C ¢;. Concluimos que si 2,y € p° se escriben como
x=> x; ey = > y; en la descomposicién p = @ e¢; en espacios propios de T,

entonces
[z, y] = Z[xm Yil
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y usando la identidad de Jacobi se tiene ademas [[z;,y:], #| = [[x;,y:], ;] de donde
{tripleta} Hxa y]7 .’E] = Z Hxla yz]a xl] . (15)

Si ademds x,y son ortonormales respecto de ( , ), la curvatura seccional es

k(7" (Rz & Ry)) = ([[m,y],x],y) (pérrafo 2.7)
= lig([[x,y],x],Ty)
= Z Kg ( [z, yil, i), Ty) (ecuacién (15))

= Z )\mg([[%vyi]afﬂi],yi) (ei Lug &5y Tyi = \iyi)

— Z )xmg([xi,yi], [ml,yl})

Como los valores propios A; son todos del mismo signo y g4 es definida negativa

en £ se concluye la demostracion.
{Ausencia}

6.2. Ausencia de otros tipos. El objetivo de esa subseccion es mostrar el
siguiente teorema.

Teorema. Sea (g,0) un par simétrico ortogonal efectivo, entonces g se descompone
como la suma de tres ideales

g=g0D g+ g,
cada uno o-invariante y tales que (go,o|go) es de tipo Fuclideo, (g+,0|g+) es de
tipo no-compacto y (g—,olg—) es de tipo compacto.

Demostracion. Recordemos que el grupo Int(¢) es compacto y preserva p. Consi-
deramos entonces un producto interno Int(¢)-invariante (,) en p y definimos la
transformacién lineal T : p — p como

Vu,v € p kg(u,v) = (Tu,v).

Esta transformacién estd bien definida porque (,) no degenera. Mas ain, como kg4
es simétrica T es autoadjunta para (,) de donde se diagonaliza en un conjunto
(,)-ortogonal. Escribimos entonces

Pp=poDpy Dp-
donde py = ker T', p consiste en la suma de espacios propios de T' de valor propio
positivo y p_ es la suma de los espacios propios de T' de valor propio negativo. Estos
espacios son kg-ortogonales dado que son T-invariantes y ortogonales para ( , ).

Observacion. Para todo k € € se tiene adg o T =T o adyg.

Demostracion. En efecto, como tanto kg como ( , ) son adg-asociativas se tiene que
para todos k € £y u,v € p

(T([k,u]),v) = lig([k,u],v)
= —rg(u, [k, v])
= —(Tu, [k, v])
= ([k, Tu),v).
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En particular, los subespacios pg, p+ y p— son adg-invariantes.

Observacion. Se tiene que po = Rad kg de donde pgy es un ideal abeliano. Se tiene
ademds que [py,p_] = {0}.

Demostracion. Por definicién de po se tiene que si € po entonces ky(x,v) = 0
para todo v € p; como ademds £ y p son rg-ortogonales, la misma conclusién vale
para todo v € £ de donde = € Rad kg4. Reciprocamente, como k4|t < 0 el radical de
kg estd necesariamente contenido en p, y por lo tanto en pg.

Concluimos que pg es un ideal de g. Como ademés se tiene [pg, po] C €Npo = {0},
se deduce que pg es un ideal abeliano.

Para ver que [py,p_] = {0} consideramos x4 € p4 y k € € arbitrario. Como kg4
no degenera en £y [p;,p_] C € alcanza con mostrar que kg (k, [z4,2_]) = 0, pero
por asociatividad

Kg (k, [$+,’J)_D = ’ig([kvx-‘r]a‘r—) =0
porque adgpy Cpy y by Le, P (]

Definimos entonces

- & =[Py bl
- E* = [p*vpf]v
-t = (b4 +E )t NE,

y observamos lo siguiente.
Observacion. Se tiene que £ =€, @ &y @ €_ y que £y, £, y £_ son ideales de &.
Demostracion. Por la identidad de Jacobi se tiene que

[e,6] C [[e,py],py] C By

porque p es ade-invariante. Analogamente, se tiene que £_ es un ideal de ¢. Més
aun, como [py,p_] = {0}, la identidad de Jacobi implica que

e+, p-] C [p+, [0+, p-]] = {0}
de donde
“g(e—ve-&-) = Ryg (P_, [£’+,p_]) = {0}7
usando kg-asociatividad. Finalemente, £, siendo el ortogonal para una forma adg-
asociativa del ideal £ @ _, es también un ideal de &. (]

Observacion. Se tienen ademas las siguientes relaciones de conmutacién:

- [t p-] = [E4,po] = {0},
- [E,,er] = [{3,7130] = {0}7
- [to,p—] = [to, p+] = {0}

Demostracion. Las dos primeras ya las demostramos en la prueba de la observacion
anterior. Para probar la dltima, recordamos que xg es no degenerada tanto en p
como en p_, mostramos entonces que el espacio vectorial [€,p4] C p1 es ortogonal
ap4:

rig([€0, p+], p+) = g k0, tx) = {0}
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Las subalgebras &y @ po, £+ ©p4+ v €= @ p_ son entonces ideales o-invariantes de
g. La forma de Killing de cada una de ellas es por lo tanto la restriccién de k4. Se
concluye entonces que tanto £, @ py como £_ @ p_ son semi-simples.

En este momento hay que dividir la prueba en 2 casos, segiin py = {0} o no.

Si pp = {0} entonces &, es un ideal de g y su forma de Killing es definida
negativa. Ponemos entonces, si p_ # {0}

go = {0}
g- =8 Dt_Dp_
g+ =t ®py

v 80 = {0}, g- = {0}, g+ = to @ &y ®py sip- = {0}
Si pg # {0} entonces ponemos

9o = £ @ po
g- =t _Dp_
g+ =t Dpy.

En todos los casos, para mostrar que las subalgebras de ¢ correspondientes son
compactas usamos el siguiente lema.

Lema. Supongamos que un dlgebra de Lie §) es suma de dos ideales h = b1 & bhs.
Sean u; C b; subdlgebras y definimos u = uy @ us. Entonces u es una subdlgebra
compacta de g si y solo si uy y uy son subdlgebras compactas de b1 y ho.

6.3. Descomposicién al nivel de X. Obtenemos entonces la correspondiente
descomposicién a nivel de espacios simétricos. Comenzamos con el siguiente lema.

Lema. Sean (g,0) un par simétrico ortogonal efectivo, G el grupo de Lie simple-
mente conexo de dlgebra g y K el subgrupo conexo de G de dlgebra €. Entonces K es
un subgrupo cerrado de G y G/K es un espacio globalemente simétrico simplemente
conezxo.

Demostracion. Rapidamente, como G es simplemente conexo la involucién o es la
diferencial de un morfismo 7 : G — G, el grupo K es entonces Fix(7)g, que es
cerrado.

Como Adg(K) es compacto, g tiene un producto interno adg(€)-asociativo ( , ),
empujando este producto interno a G por multipilacién a izquierda, obtenemos una
métrica Riemanniana en G invariante a izquierda e invariante por K a derecha
(alcanza con repetir los argumentos del parrafo 5.1).

Esta métrica induce una métrica Riemanniana en el espacio cociente X = G/ K,
invariante por la accién de G. Remarcamos que, como K es cerrado, X es en efecto
una variedad diferenciable.

La involucién 7 induce una involucién 3} : X — X que fija [K] y cuya diferencial
en [K] es —id. Observar que si consideramos la aplicacién ¢4 : X — X, ¢q(p) = g-p,
entonces

K] © Pg O I[K] = Pr(g)- (16)

11,3 distincién entre estos dos subcasos provienen de exigir que en cada par simétrico la invo-
lucién no sea trivial.

{Xlevel}

{pp}
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Con esta igualdad mostramos a mano que 4k es una isometria de X (como en la
Proposicién 3.3) para obtener que X es globalemente simétrico. Finalemente, como
G es simplemente conexo y K es conexo, el cociente es simplemente conexo (ver

A.18). O

Corolario. Sea X un espacio globalmente simétrico simplemente conexo. Entonces
X es isométrico al producto Riemanniano

Xo X X4 x X_

donde Xo, X4 y X_ son espacios globalmente simétricos de tipo' Euclideo, no-
compacto y compacto respectivamente.

Demostracion. Consideramos el par simétrico ortogonal efectivo (g, o) asociado a
(la eleccién de un punto en) X donde g es el dlgebra de Lie de isomg(X) y Fixo
es el 4lgebra de Lie de K7, siendo este el estabilizador del punto elegido. Tenemos
ademds que X = isomq(X)/K°.

Aplicando el parrafo 6.2 descomponemos

9=090Dg+ Dg-
en ideales o-invariantes del tipo correspondiente.

Sean ademds Kg C Go, Ky € Gy y K_ C G_ grupos como en el Lema, para los
pares (go,o|90), (g+,0]9+) v (g—,clg—) respectivamente. Los cocientes Xg, X1 y
X_ obtenidos en la conclusion del Lema son globalemente simétricos y simplemente
CONEXOos.

Como Gy x G4 x G_ es simplemente conexo y tiene la misma &lgebra de Lie que
isomg(X), tenemos un morfismo de grupos, que es ademds un cubrimiento,

f:Go x G x G- — isomg(X).
Por conexion de Ky x Ky x K_tenemos que
f(Ko x Ky x K2) = (K)o,

as{ que f induce un cubrimiento localmente isométrico [f] : Xo x X4 x X_ — X.
Como X es simplemente conexo [f] es una isometria global. O

6.4. El grupo de isometrias de G/K. Consideramos un par (G, K) de grupos
de Lie tales que

- K es un subgrupo cerrado de G,

- existe un morfismo involutivo 7 : G — G tal que K C Fix7 y K, = Fix(7),,
(recordar pérrafo 2.3),

- Adg(K) es compacto.

Recordemos del Lemma 6.3 que X = G/K es naturalemente un espacio global-
mente simétrico.

Proposicion. Si ademds G es semi-simple, conexo y tal que la accion de G en X
es efectiva, entonces G = isomg(X).

Demostracion. Supongamos de ahora en mas que G es semi-simple, es decir que g lo
es. El par (g, 0) un simétrico ortogonal y efectivo. Consideramos la descomposicién
en tipos de g del parrafo 6.2 y la notacién usada en la prueba. El sub-espacio

po = Rad kg = {0}.

1Observar que la notacién de signos 4+ y — corresponde al signo de x4 en el espacio p.
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Obtenemos entonces un ideal £y de g contenido en ¢. El subgrupo Ky C K conexo
de dlgebra de Lie € es entonces normal en GG. La accién de K en X es trivial: para
todos ko € Ko y g € G se tiene que kog = gk{ para algin k}, € Ky C K de donde
ko - g[K] = g|K]. Como supusimos que la accién de G en X era efectiva (i.e. ningin
elemento actia trivialmente) concluimos que Ky = {0} de donde ¢, = {0}.

Como g es semi-simple p = p; @ p_ y como la accion es efectiva, se tiene que
to = {0}, de donde ¢t = ¢, @ t_. Por definicién £ = [p+,p+] y €= = [p_,p_] lo que
muestra que [p, p] = ¢, en particular que g =p @ [p, p].

Consideramos ahora el grupo isomg(X), J su édlgebra de Lie, 7 : isomg(X) —
isomg(X) definida como

f— I[K] Ofod[K]
y & : 7 — 7 su diferencial en id. Sea €7 @ p° = J la descomposicién en puntos fijos
y anti-fijos. Pensamos a g como una sub-algebra de J via la diferencial en ¢ de
¢ : G — isomg(X). Queremos demostrar que g = J.

Comenzamos por observar que la ecuacién (16) implica que p y p° coinciden:
la ecuacién da una inclusion y tienen la misma dimension, igual a dim Tx)X. En
particular, como p @ [p,p] es un ideal de T (Observacién del parrafo 6.1), tenemos
que g =p B [p, p] es un ideal de 7.

Se deduce entonces que, como K3|g = kg que la descomposicién de p = po B p4 B
p_ es la misma tanto para k3 como para kg, en particular po = {0} y £ es un
ideal de J contenido en 7. Como la accién de isomg(X) es efectiva obtenemos que
t5 = {0} de donde € = [p,p] =€ y g =7. O

6.5. Dualidad entre espacios globalmente simétricos. Sean (g,o) un par
simétrico ortogonal efectivo y g = €@ p la descomposicién asociada. Consideramos
el algebra complexificada g = g ® C, en ella tenemos el subespacio real

g-=tdip.

Es un &algebra de Lie real, dotada de la involucién o* : g* — g* definida como
o*(x +iy) = x — iy, en otras palabras £ @ ip es la descomposicién en puntos fijos y
anti-fijos de g* para o*. Las relaciones del corchete entre £ y p implican que o* es
en efecto un morfismo.

Definicién 6.1. El par (g*,0*) es el par dual de (g,0).

Una cuenta directa muestra que el signo de la forma de Killing de g* en ip es
el opuesto del de kg en p. Asi, la dualidad (g,0) <> (g*, ") intercambia los tipos
compacto y no-compacto.

Terminamos esta introduccién con un ejemplo. Consideramos el par (5[d(R), 00)
asociado a la eleccién del producto interno usual de R?. La involucién o°(T) = —T*
siendo 1 la traspuesta de T. Tenemos entonces

503(R) = s04(R) @ p° = s504(R) @ {T € sly(R) : T = T}.
El par dual es entonces
sly(R)* = s04(R) @ i{T € slq(R): T* =T}
= {X—l—iT:X,TEﬁ[d(IR) con X'=-XyT" zT}

t

={ZeslyC): Z =-2}

= SUq,
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con la involucién ¢°* : Z — Z. A nivel de espacios simétricos, tenemos entonces que
el dual de X es el espacio de las formas reales de C?, i.e. de aquellos R-subespacios
V de C¢ tales que V @iV = C%.

Enfatizamos que la dualidad es entre pares y no entre algebras, en efecto si
consideramos g = s0,, , con la involucién de la seccién 4, entonces g* = so,, .

6.6. Encajes totalmente geodésicos y representaciones de isomy(X). En
este parrafo proponemos mostrar lo siguiente.

Corolario. Sean X un espacio globalmente simétrico de tipo mo-compacto y p :
isomg(X) — SL4(R) una representacion inyectiva, entonces existe una aplicacion
analitica, p-equivariante y totalmente geodésica X — Xg.

En otras palabras, existe o € X4 tal que la 6rbita p(isomo(X)) - 0 es una copia
totalmente geodésica de X. Mds precisamente, si consideramos la descomposicién
g = £ ®p, dada la descripcién de las geodésicas del parrafo 2.6, existe un producto
interno o preservado por p(K) tal que si consideramos d.p : g — sl4(R), entonces
dep(p) C p°. El corolario serd entonces consecuencia del Teorema siguiente.

Teorema. Sean (g,0) un par simétrico ortogonal efectivo de tipo no-compacto y ¢ :
g — slg(R) un morfismo inyectivo de dlgebras de Lie. Entonces existe un producto
interno o € Xy tal que ¢(p) C p° y ¢p(€) C €°.

Demostracion. Como ¢ es inyectivo consideramos a g = £ @ p como una subalgebra
de sl(d,R). El 4lgebra dual estd naturalmente contenida en sl(d,C), g* = ¢ @ ip C
sl(d,C).

Como g es de tipo no-compacto, la forma de Killing x4~ es definida negativa.
Por el Teorema de Weyl (parrafo 5.8), todo grupo de Lie de dlgebra de Lie g* es
necesariamente compacto, en particular (y porque ¢ es inyectivo) el subgrupo de
SL(d,C) de &lgebra g*. Concluimos que existe un producto Hermitiano w en C?
invariante por este grupo, lo que implica a nivel de g* que: para todos x € g* y
u,v € C? vale

w(x - u,v) +w(u,z-v) =0. (17)

El producto interno buscado serd la parte real de w restricta a R%:

0= R(w)|R.

Observemos primero que como £ C gNg* se tiene que £ preserva R?, ademéds por la
ecuacién (17) las transformaciones de £ son anti-simétricas para o.
Consideramos entonces z € p y u,v € R? y observamos que

Rw(z - u,v) = Rw(ix - u,iv) (w Hermitiana)
= —Rw(u, iz - iv) ( Ecuacién (17))
=Rw(u, x - u),
Es decir que p C p° como buscado. O

Observacion. Sea X un espacio globalmente simétrico de tipo no-compacto y ¢ :
g — sly(R) una representacién inyectiva, entonces V' se descompone en suma de
representaciones irreducibles.
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Demostracion. Sea o € Xy el producto interno dado por el Teorema, es decir tal que
d(8) C t°y o(p) C p°. Como para todo = € p se tiene que ¢(z) es diagonalizable en
un conjunto o-ortogonal, deducimos que si W C R? es ¢(z)-invariante entonces

- W es suma de espacios propios de ¢(z) y (lo mas importante)

- We es también ¢(x)-invariante

Si W es ahora un subespacio ¢(g)-invariante entonces es en particular ¢(£)-

invariante y ¢(p)-invariante. Su ortogonal W+ es entonces ¢(&)-invariante (porque
@(€) preserva o) y ¢(p)-invariante por lo recién mencionado. Concluimos entonces
que W+ es también ¢(g)-invariante. Un argumento inductivo muestra entonces la
observacion. g
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7. PLANOS GEODESICOS MAXIMALES

7.1. Subdlgebras Abelianas de p. Sean A una variedad diferenciable y f :
A — X una inmersién’. Decimos que f(A) es totalmente geodésica si para todos
p € Ay v e T,A la geodésica de X por (f(p),dpf(v)) estd enteramente conteni-
da en f(A). En este caso (ver ??) si v,w € T,A entonces la curvatura seccional
k(d,f(Rv @ Rw)) de X coincide con la curvatura seccional de la métrica inducida
en A por f. Decimos ademds f(A) es plana si para todosp € Ay v,w € T,A se
tiene

Ik(dpf(le P [Rw)) =0.
El objetivo de este parrafo es explicar la siguiente biyeccién:

{subvariedades conexas totalmente geodésicas planas maximales por o}

1:1

{subélgebras Abelianas maximales de p°}

Finalemente, f(A) es totalmente geodésica plana mazimal, si es maximal respecto
de la inclusién entre las subvariedades totalemente geodésicas planas. Fijamos de
ahora en més una tal inmersion f: A — X.

En este caso escribimos o = f(p) y consideramos

a={zep®:n°(e"™) C AVt}.
Recordemos del parrafo 2.6 que las geodésicas por o son de la forma 6 — 7° (etr),
asi que a se identifica naturalmente al espacio vectorial 6 (d, f(T,A)). Més atin, del
parrafo 6.1 se tiene que la curvatura seccional del plano asociado a {x,y} C p° es
nula si y solo si [z, y] = 0. Concluimos entonces que a es una subdlgebra Abeliana

de p°, maximal respecto a la inclusién (entre las subdlgebras Abelianas de p°).
Reciprocamente tenemos lo siguiente.

Lema. Sea b C p° una subdlgebra Abeliana, entonces f : b — X definida como
f(x) = mo(e®) es una inmersion totalmente geodésica plana. Si ademds b es mai-
mal respecto de la inclusion entonces f(b) es mazimal.

La prueba es idéntica a la del Parrafo 3.5 para el espacio simétrico X .

Demostracion. Sea (,) el producto interno en p° tal que 7° : p° — T,X es una
isometria. Mostraremos que f es una isometria entre el espacio Euclideo (b, (,)[b)
y su imagen, que manda geodésicas de b en geodésicas de X.

Calculamos la diferencial de f. Sean u,v € b, entonces

duf(v) = %\tzoﬂu + )

a U v
= e

0 tv _
- &‘t:owﬁu'o (e ) ([u,v] =0)

=7""°(v).

Ipara todo p € A la diferencial dp f es inyectiva
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Considerando g = e" en el siguiente diagrama del Parrafo 2.5:

Ad(g)

po —— peol)

o e

T w9

do
ToX —5 Ty, (o)X

tenemos que, como [u,v] = 0 tenemos Ad(e")(v) = v de donde v € p°**°. La curva
t fu+tv) = Teuo(e™)

es entonces la geodésica por f(u) de velocidad d,, f(v), es decir, f(b) es totalmente
geodésica. Mas aun, para todos u,v € b vale que

Ocu.o (weu'o(v)) = .

Como Ad(e") es una isometria entre los productos internos inducidos en p° por
m° y en p€ ° por w° °, tenemos que para todos v,w € b

e

(duf(v), duf(w)) )

(70 (v), 7" (W) eu.o (cdlculo de d,, f)
(Bev-o (7" (0)), B0 () )
(Ad(e")v, Ad(e")w)

= (U7w)

ev-o

e%-0

como buscado. Para demostrar la maximalidad usamos el cédlculo de curvatura
seccional del Parrafo 6.1, especialmente el hecho que si z,y € p° son tal que
k(7m°(Rz ® Ry)) = 0 entonces [z,y] = 0. O

Cerramos esta seccién con la siguiente propiedad:

Lema. Una subvariedad conexa totalmente geodésica plana mazimal de X es un
subconjunto cerrado.

Demostracion. Sean A una tal subvariedad, o € A y a la subéalgebra abeliana de p°
asociada. Denotamos por G = isomg(X) y por G4 el subgrupo de G de dlgebra de
Lie a. La subvariedad A se obtiene como la G4-6rbita de o:

A=G,-o.

La involucién g — 4,94, de G, restricta a G, coincide con

grrg

Esta propiedad pasa a la clausura de G4 en G, La clausura de G, tiene entonces

por algebra de Lie una subdlgebra de p° que contiene a a. Por maximalidad de A
concluimos que G, es cerrado.

El estabilizador K’ de o dentro de G, es por lo tanto compacto y la subvariedad

A se obtiene entonces como el cociente del grupo cerrado G4/K’ que es cerrado

dentro de G/K. O
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7.2. Transitividad en el conjunto de planos.

Proposicion. Supongamos X de tipo compacto o no-compacto. Sean o € X, x € p°
y a una subdlgebra mazimal de p°. Entonces existe k € K, tal que Ad(k)x € a. Si
b C p° es otra dlgebra abeliana mazimal entonces existe k € K, tal que Ad(k)b = a.

Demostracion. Supongamos primero que X es de tipo compacto. La subva-
riedad A asociada a a, al ser ademads cerrada en un espacio compacto, es entonces
un toro (es decir un producto de circulos).

Consideramos entonces a € a tal que la geodésica m,(e'*) es densa en A. Por
maximalidad de a, concluimos que a es tal que si y € p° conmuta con a entonces
y € a, es decir

ta)

a={yep’:|a,y] =0}
Fijamos entonces = € p° arbitrario, queremos encontrar £ € K tal que [£-x,a] =
0. Como el grupo K es compacto la aplicacién

%= kg(a, Ad(#)x)
tiene un punto critico en £, por ejemplo. Para todo k € ¢, la derivada en 0 de
la aplicacién t — kg4 (a,Ad(etk)(Ad(}%o)x)) es nula. Como dAd = ad (ver A.1)
tenemos que para todo k € ¢
0 = kg(a, [k, Ad(#)z]) = kg ([Ad(#0)z,al, k).

Como kg4t es no degenerada concluimos que [Ad(%¢)z,a] = 0 de donde £ -z € a.

Cuando X es de tipo no-compacto su dual X* es de tipo compacto. Mas
aun tenemos las relaciones ¥ = €x = €x~ y p = px» = ipx. La prueba para el tipo
compacto da entonces un elemento a € ip tal que ia = {y € ip : [a,y] = 0}. Si
escribimos a = tay con ag € p entonces tenemos que

a={ye€p:fa,y] =0}

La prueba concluye de manera analoga. ([l

7.3. Planos en el caso compacto. Si K es un grupo de Lie compacto conexo de
centro finito, es decir que dotando a K de una métrica bi-invariante, obtenemos un
espacio globalmente simétrico de tipo compacto, entonces las subvariedades conexas
totalmente geodésicas planas por ¢ son toros, es decir, isomorfas (como grupos de
Lie) a un producto de circulos. En este parrafo mostramos la siguiente propiedad
de conexién de estos toros:

Proposicién. Sean T C K un toro y k € Zx(T), es decir tal que kz = zk para
todo z € T. Entonces existe un toro T' que contiene a T y a k. Consecuentemente,
el centralizador de un toro es un grupo conexo.

En particular, si T es maximal entonces T = Zg(T). Este hecho deberfa con-
trastarse, por ejemplo, con la observacion del parrafo 3.7.

Demostracion. Sea A la clausura de |, k" T. Es un grupo abeliano y la compo-
nente conexa de la identidad Ty es un subgrupo abeliano cerrado y conexo de K,
es decir un toro. El grupo A se obtiene entonces como | J,,., ¥" To y la compacidad
de este implica que la union es finita (como en todo grupo de Lie, la accién por un
elemento dado permuta las componentes conexas). El cociente A/T( es entonces un
grupo ciclico finito de donde obtenemos la existencia de un elemento h € T tal que

accionplanos
P
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el grupo {h"},ez es denso en A. Como K es compacto y conexo, la exponencial
es sobreyectiva (Corolario del parrafo 5.5). Sea entonces = € ¢ tal que e* = h. La
clausura del grupo {e'® : t € R} es un toro T’ que contiene a T y a k. (]

Esta prueba se encuentra, por ejemplo, en Knapp [6, Theorem 4.50] o en Helgason

[+ ]
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8. RAICES RESTRICTAS DE UN ESPACIO SIMETRICO DE TIPO NO-COMPACTO:
CONTENIDO GEOMETRICO Y DINAMICO

Sea g un algebra de Lie real semi-simple de forma de Killing x. Una morfismo
involutivo o : g — g tal que la forma bilineal

&7 (z,y) == —k(z,0(y))
es (simétrica y) definida positiva es llamado una involucidn de Cartan de g.

Si X es un espacio globalemente simétrico de tipo no-compacto y g es el algebra
de Lie de isomg(X), entonces la involucién o : g — g determinada por la eleccién
de un punto o € X es una involucién de Cartan. En efecto, escribiendo g = ¢ ® p
tenemos que € L, p, que k|¢ < 0y que k|p > 0 (por ser de tipo no-compacto). Una
cuenta implica entonces que la forma k% es definida positiva. Reciprocamente, si g
tiene una involucién de Cartan y X es un espacio simétrico asociado al par (g, o),
entonces X es de tipo no-compacto.

En la seccién 10 mostramos que toda algebra semi-simple g no-compacta (es
decir, con k no definida) admite una involucién de Cartan.

En esta seccion estudiamos el sistema de raices restrictas asociado a una involu-
cién de Cartan o : g — g, que definimos a continuacién, y su contenido geométrico
en X. Fijamos entonces una tal involucion.

Como k es adg-asociativa, vemos que si * € p entonces ad, es auto-adjunta
respecto del producto interno k7, es decir, ad,, : g — g es diagonalizable (en una
base k-ortogonal).

Fijamos una subélgebra Abeliana maximal a C p. Tenemos entonces que las
transformaciones de ad(a) = {ad, : € a} son simultdneamente diagonalizables. Si
v € g es un vector propio comun de ad, para a € a, entonces “el valor propio de a
en v” es una aplicacién lineal en a. Estos valores propios (de ad(a)) se llaman las
raices restrictas de g (v de a). Es un subconjunto de a* que se denota por ®. Se
tiene, por definicién, que

g:go@@ga donde g, ={z €g:Va€aa,z] = aa)z}. (18)
acd

El conjunto ® juega un papel esencial en el estudio geométrico de los espacios
simétricos y en la clasificacién de estos. Es un invariante por isometrias, tan especial
que con éste y poca informacién mas se identifica inicamente el espacio simétrico
en cuestién.

El objetivo de esta seccién es mostrar las siguientes propiedades de aritmeticidad
de ®. Denotamos por (,) la restriccién k|a; es un producto interno. Abusando de
notacién escribimos también (,) para el producto interno asociado en dual a*.

Dadas ¢,% € a*, el coseno del dngulo entre R>o1) y R0 es (¢, ) /|o]|¢]. S
proyectamos ¢ sobre R, la proporcién que este vector ocupa en v es entonces
(,)/|¥|?. Aprovechamos para introducir la siguiente notacién, para o, € a*

_ 2(es %)

Theorem 8.1. Sea ® el conjunto de raices de un par simétrico ortogonal de tipo
no-compacto (g,0). Entonces ® es un sistema de raices abstracto, es decir, para
todas o, B € P se tiene

*
- & genera a*,

- <ﬂ,0£> € Zv



INTRODUCCION A LOS ESPACIOS SIMETRICOS 57

- 5_<ﬁaa>ae¢'

La condicién (8, «) € Z quiere decir que al proyectar 8 sobre «, obtenemos un

elemento de (3Z)a (ver figura 6). La condicién

2
ﬁ-<ﬁ,0{>0&€¢

equivale a decir que ® es invariante por las simetrias axiales respecto de los hiper-

planos ot

FIGURA 6. Si o, 8 € ® entonces la proyeccién de S sobre « perte-
nece a (Z/2)a.

Comenzamos por registrar la siguiente simple observacion, que muestra la primer
propiedad del Teorema.

Observacion. El conjunto ® es finito y genera a*.

Demostracion. La finitud estd explicada arriba, para ver que es un generador de a*
observamos que si a € a es tal que a(a) = 0 para toda a € ®, entonces ad,(x) =
[a,z] = 0 para todo x € g. Es decir que a € Z(g) = {0} porque g es semi-simple. [

Lema. gg es g-tnvariante de donde, poniendo m = gog N €, tenemos
go=1(g0Nt) @ (goNp)=ma.

8.1. El contenido geométrico en X del sistema de raices restrictas.

8.1.1.  Grupo de Weyl: isometrias de X que preservan un plano geodésico mazximal.
Si a es un dlgebra Abeliana maximal de p entonces el grupo e® preserva el plano
geodésico maximal 7°(e®) determinado por ésta. Para entender el grupo de las
isometrias de X que preservan m°(e®) alcanza con entender el grupo de aquellas que
preservan a y un punto dado, por ejemplo o. Consideramos entonces el normalizador
de aen K:

Nk (a) = {k € K : Ad(k)a = a}.
Aquellos elementos de K que actian trivialmente en a, es decir el centralizador de
K en a,

Zg(a) ={k € K :Va € a Ad(k)a = a},
es un subgrupo normal de Nk (a) y queremos entender el grupo de Weyl
W(g,a) = Nk(a)/Zk(a).
Une observacién fundamental es que W(g, a) es un grupo finito:

Observacion. Las élgebras de Lie de Ni(a) y de Zx(a) coinciden con m.

{bbLaa}

{weylG}
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Demostracion. El dlgebra de Lie de Nk (a) es {k € € : [k, a] C a}, queremos mostrar
que si k es un elemento de este algebra entonces k € go N € = m (i.e. [k,a] =0
para todo a € a). Considerando la descomposicién de g en espacios adq-propios
(ecuacién (18)) escribimos k = ko + Yo ka con ko € go y, para toda a € &,
ko € go- Tenemos entonces, para toda a € a que

g0 3 [a, k] — [a, ko] = [a,k] = > a(a)ka € D ga-
acd acd
Como la descomposicién es directa, tenemos que ambos términos de la igualdad se
anulan, i.e. [k, a] = 0 como deseado. O

Maés aun, este grupo finito preserva el conjunto de raices ®. En efecto, si a € P,
vV € ga ¥ k € Ng(a) entonces para todo a € a se tiene

[a, Ad(k)v] = Ad(k) [Ad(k™")a,v]
— Ad(k) (a(Ad(kfl)a)v) (Ad(k)a € a)
= a(Ad(k™")a) (Ad(k)v),

es decir que Ad(k)v es un vector propio de ad(k)a de valor propio o(Ad(k~!)a),
en otras palabras o o Ad(k~1!) es una raiz.

Mostraremos en el péarrafo 8.4 que W(g, a) coincide con el grupo de O(a*, (, ))
generado por las reflexiones en los hiperplanos {a* : a € ®}. Este tiltimo grupo es
conocido como el grupo de Weyl de .

8.1.2.  Planos mazimales por a € a. Observamos primero que si @« € ® y = € g,
entonces o(x) € g_,: en efecto, como o preserva el corchete y a C p se tiene, para
todo a € a,
la,0(z)] = o[-a,2] = (- ala)z) = —a(a)o(x).
Dado a € a usamos las raices que lo anulan para encontrar otros planos geodésicos
maximales por a. Observamos que si @ € ® y a € ker(«) entonces para todo = € g,
el elemento = 4 o(x) de £ conmuta con a; en efecto

[a,z + o(z)] = ala)r — a(a)o(z) = 0.
Esto implica que el grupo a un pardmetro ¢ — e!@+7®) fija a, es decir
Ad(et(w'“’(””)))a =a.

Este subgrupo a un pardmetro de K tiene por élgebra de Lie {z + o(x) : = € ga},
que intersecta trivialmente m, el algebra de Lie de Ng(a) (ver pérrafo anterior).
Es decir que Ad (et(“"’(’”)))u = a, salvo para un conjunto discreto de parametros ¢.
Obtenemos asi una familia a un parametro de planos geodésicos maximales por a.

Por otro lado, si a € a es tal que a(a) # 0 para toda raiz a € «, entonces a
es la Unica algebra Abeliana maximal de p que contiene a a, es decir que 7°(a) es
tangente a un unico plano geodésico maximal de X. Antes de demostrar este hecho
aprovechamos para introducir una definicién.

Definicién. Una cdmara de Weyl es (la clausura topoldgica de) una componente

conexa de a — U ker .
acd

Tomar la clausura topoldgica de una componente conexa (en lugar de simplemen-
te ”la componente conexa”) es una eleccién arbitraria que depende de la literatura.
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Observacion. Si a € a pertenece al interior de una cdmara y x € g es tal que
[z,a] = 0 entonces x € go, en particular a es la Unica sub-algebra maximal de p que
contiene a a.

Demostracion. En efecto, si para x € g se tiene que [a,z] = 0, entonces x es un
vector propio de ad,, de valor propio 0, como a(a) # 0 para todo a € ® tenemos que
necesariamente x € gg. Si suponemos ademads que x € p, concluimos que x € a. [

8.2. Representaciones de slx(R). Si o € Xo, entonces el par (sla(R), —-*) es
simétrico, ortogonal, de tipo no-compacto. Del parrafo 6.6 tenemos que toda re-
presentacién ¢ : sla(R) — sl(V,R) se descompone en suma de irreducibles. En este
parrafo mostramos la siguiente descripcién de las representacién irreducibles (ver
figura 7). Fijamos la siguiente base de sly(R):

e=(18),  f=(05) h=(c2)
y recordamos que [e, f] = h, [h,e] =2ey [h, f] = —2f.
Proposicién. Sea ¢ : sl2(R) — sl(V) una representacion irreducible. Entonces
existe vy € V tal que los elementos no nulos de {fgwr 'n € N} forman una base

de V. Esta base consiste en vectores propios de hy donde el valor propio de fyvy
esdimV — 1 — 2n.

hg he he

X~ X< _— X< __— *~__~— |  —
€ € €¢ €
FiGura 7

Observacion. En particular, los valores propios de h en cualquier representacion de
slo(R) pertenecen a Z.

Demostracion. Del Teorema 6.6 se tiene que hg es diagonalizable, tiene entonces
un vector propio. Observamos ademds que si v es propio para hg entonces tanto
fov como egv son vectores propios de hg. En efecto, si hgv = Av entonces

hofov = o([h, fI)v — fohev = =2fsv + Afpv = (A — 2) fyv, (19)

(el célculo para e es andlogo). Tenemos ademds que el valor propio de fyv es A —
2 y que el de egv es A + 2. Fijamos entonces un vector propio v y aplicamos
sucesivamente eg (cbk*l(e))v, como los valores propios aumentan y solo hay finitos
posibles valores, eventualmente tenemos un v, propio para hg, de valor propio g,
y tal que egvy = 0.

Afirmamos que el espacio W generado por { fngr 'n € N} es V. Por irreducibi-
lidad, alcanza con ver que es un espacio (;5(5[2 (R))—invariante. Como claramente es
invariante por hg ¥ f4, alcanza con ver que es eg-invariante. Aplicamos un proceso
inductivo, observar que

epfovr = ¢([e,f])f$*1v+ + f¢e¢f$’1v+
=hofy oy + foeafy toy,

{sl2reps}

{s12}

{vp2}
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de donde concluimos que
e¢fgflv+ € I]Qfgf2 implica ey fyvy € ngil.
Comenzando por ey fyv4 = hgvy deducimos inductivamente el resultado.

Para terminar, como la traza de hy = ¢(le, f]) es 0 y hy es diagonalizable,
tenemos que 0 = Z?;rgv(u —2i) de donde g = dimV — 1. O

8.3. Prueba del Teorema 8.1. Esta prueba puede encontrarse en Knapp [0,
VI.5]. Consideramos el vector dual ¢, de o € @, a(u) = k(to,u) ¥y
2

" JaP

ha ta-

Lema. Para todo x € g, vale que [w,a(w)] = Ky (x,a(x))ta. Considerando xq, :=
z/(|al?kg(z,0(x)) € yo := o(z) obtenemos que

e Tq, = Ya, h— hg,

es un isomorfismo de sla(R) con la subdlgebra s, generada por {xq,Ya,ha}. Con-
sideramos ahora z, € go tal que n(za,o(za)) = —2/|a|?, entonces elemento r, =
exp ((77/2) (za + O(ZQ))) € Nk (a) actia en a como la simetria azial respecto de
ker a.

Observar que, por definicién de o, la forma (z,y) — —rq(z,0(y)) es definida

positiva en g, en particular m(w,o(m)) # 0 y el elemento x, del Lema estd bien
definido.

Demostracion. Se tiene [:c,cr(:c)] € p, dado que es anti-fijo por o. Por otro lado,
como & € g, se tiene que o(x) € g_q, de donde [z,0(x)] € go. Combinando
ambas cosas obtenemos que [x, U(CE)] € a. Consideramos entonces a € a arbitrario
y observamos que

Kg (a, [ac,a(x)]) = a(a)rq(z,0(z)) (adg-asociatividad de xgq)
= Kg(a,ta)Kg (x, a(m))
= Ky (a, kg (2, o(m))ta) .

Como a es arbitrario y rg|a es no degenerada obtenemos [z, 0(z)| = kg(z,0())tq.
El resto de la prueba es un calculo directo, en efecto alcanza con verificar que
[ZasYa] = Pas [Tay Pa] = 2ha € [Yo, ha] = —2hq.

Para demostrar el dltimo enunciado, recordemos del A.1 que para todo z € g vale
que Ad (etz) = e'2d: Como en el parrafo 8.1.2, tenemos que si a € ker a entonces
para todo t vale Ad (et(za+”(za)))a = a, en particular 7, fija ker a. Calculamos por
separado:

ha) = (7"/2)([%“ ha] + [U(za)v ha])
= 771'(2’0( - cr(za)),
(ad(fr/Q)(za+a(za))>2(hO‘) = (7T2/2)([Za + U(za)’ Za U(zﬂf))

= —72h,

2o (atoea)
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Finalmente tenemos que

Ad(e<’f/2><2a+"(zﬂ>>)ha = exp ((ﬂ/ 2) (adzaw(za)))ha

oo 1 .
=2 H(adwz)(ma(za))) ha

> 1 2m
= (zm)!(adw/m(zaw(za))) fia

oo 1 ) j
T2 @7+ 11 Y2 (ratorten) © (ad<w/2)(za+a<za>)) e

j=0

0 1 om 00 1) .
= mZ:O (Qm)l (_7T ) ha — ]go MT( + (Za — U(Za))
= cos(m)ha + sin(7) (2o + 0(24))
= —hq.

O

Prueba del Teorema 8.1. Como ¢ es Ng(a)-invariante, del Lema obtenemos que
para toda a € ®, el conjunto ® es preservado por la simetria axial respecto de at.
Para ver que para todas «, 8 € ® se tiene (o, §) € Z usamos el dlgebra s, del Lema,
isomorfa a sly(R) y tal que h, corresponde a ((1) ,01). Si x € gg entonces = es un
vector propio de adj_ de valor propio S(hy), por el parrafo 8.2 este valor propio es

entero, es decir que 8(hy) = {a, f) € Z. O
8.4. La relacién entre W(g,a) y ®.

Proposicion. El grupo de Weyl W(g, a) es generado por las simetrias axiales res-
pecto de los hiperplanos {ker o : o € ®}.

El grupo generado por las dichas reflexiones es llamado el grupo de Weyl de ®
y denotado por W(®), ver 9.5.

Demostracion. El Lema del péarrafo 8.3 muestra que W(®) C W(g, a). Necesita-
mos el hecho siguiente del parrafo 9.5: el grupo W(®) actiia transitivamente en el
conjunto de cdmaras de Weyl y el estabilizador de una camara es trivial. Alcanza
entonces con mostrar que si k € Ni(a) preserva una cdmara de Weyl, entonces es
la identidad.

Si k preserva una cdmara a’, permuta entonces el conjunto de raices simples
asociadas. La suma 20 = ) 4+ « es entonces fija por k y pertenece al interior de
a’. En particular (recordar la observacién del parrafo 8.1.2), el centralizador de §
en g es go.

Consideramos entonces el dual compacto g* = €@ ip junto con el grupo compacto
conexo U = Inty (g*). Por definicién k € K C U centraliza el toro

T={c®:teR} CU.

Es decir, k pertenece al centralizador Zy (T) que, aplicando el parrafo 7.3, es un
grupo conexo. Vamos a mostrar que todo elemento de Zy(T) actia trivialmente en
a. La ventaja de ser este grupo conexo, es que alcanza con verificar esta afirmacion

{w=w}
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para el dlgebra de Lie de Zy(T), es decir, alcanza con mostrar que todo elemento
de

Zy(s) ={z €g": [v,5] =0}
conmuta con a, donde s es el dlgebra de Lie de T.

Si escribimos © € Zg«(s) como x =+ iy con | € £ e y € p obtenemos, como
[x,10] = 0, que [l, 0] = i[y, §]. El primer elemento estd en p y el segundo en it; como
estos subespacios no se intersectan, ambos corchetes son nulos. Como § esta en el
interior de una camara, la observacién del parrafo 8.1.2 implica entonces que [ € m
y que y € a. En particular, z actia trivialmente en a, como buscado. ([l

8.5. Estratificaciéon de la esfera unidad y la proyeccién de Cartan.

Corolario. Sean o € X, a C p° una subdlgebra Abeliana mazimal y a™ una cdmara
de Weyl, entonces el espacio de drbitas TLX/K se identifica naturalemente a P(a™).

8.6. Espacios raiz. Enunciamos algunas propiedades rapidas de los espacios
raiz:
- [gmgg] C ga+p : sale de la identidad de Jacobi.
- Sia, e dU{0} son tales que o + 8 # 0 entonces go Ly g5 : se deduce de
la adg-asociatividad de rg.
- Para toda a € ®
Rt, ®m P @ Ora
AeR—{0}
es una subdlgebra semi-simple de rango 1: en efecto, si * € go € ¥ € ga
entonces el corchete [z, y] € go; més ain [z,y] — Kg(x, y)t, es ortogonal a a*
de donde [z, y] — kq(z,y)te € m.

8.7. El contenido dinamico del conjunto de raices restrictas. A pesar de
no ser necesariamente un flujo, el flujo de cdmaras de Weyl es el nombre que se le
da a la accién de a a derecha

¢:axG—=G

(a,9) = dalg) = ge*,

o mas comunmente en el espacio de planos totalmente geodésicos maximales para-
metrizados de X. Como el grupo K¢ actiia transitivamente en el conjunto de planos
por o (Proposicién 7.2) todo plano parametrizado de X es de la forma a — ge® - o
para algun g € G.

Consideramos entonces el espacio de funciones

Px = {p:a— X de la forma p(a) = ge* - 0}
con la topologia compacto-abierta. Este espacio esta equipado de una accién de a
que consiste en ’cambiar el punto base’, o equivalentemente
(b-p)(a) := pla—b) = ge e - 0.
El grupo G actua transitivamente en este espacio y el estabilizador de a — e® -0

es el grupo
M = {k € K° : ke® = ek para todo a € a},

1para aca

KRg (av [xv y]) = "iE([avx]vy) = a(a)’%g(l‘v y) = "is(av ta)ﬁg($7y) = Kg (av Hﬂ(xvy)ta)v
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de &lgebra de Lie m. Asf el cociente G/M se identifica al espacio de planos para-
metrizados de X y la accién a derecha de a, es decir, el flujo de caAmaras de Weyl,
o (gM) = ge®M es conjugado a la acccién ‘cambiar el punto base’ en Px.

El objetivo de esta seccién es describir parcialmente las distribuciones esta-
bles/inestables de esta accién cuando dotamos a G de una métrica invariante a
izquierda y K-invariante a derecha (como en el Lemma 6.3 por ejemplo).

Para a € a™ consideramos el conjunto de raices positivas

¢ ={aed:ala) #0}

y definimos las subdlgebras
ua:@ga Yy ﬁa:@gfa-
o of

Son en efecto dlgebras de Lie gracias a la inclusién [ga, 85] C ga+s ¥ €l hecho que
elegimos a € at. Los grupos conexos asociados U, y U, son llamados radicales
unipotentes de a.

Teorema. Eziste C > 0 y, para todo a € at una constante X > 0 que depende
tnicamente de la direccion Ra € P(a), tal que para todos g € G ya € at yu €
u, — {0} vale

d(ge“e™, ge') < Ce™Md(e",id).

Demostracion. Usando la invariancia a izquierda de la métrica, vemos que alcanza
con demostrar que ¢, (e*) = e~t%e%e!® — id exponencialmente en ¢ cuando t — oo
con constantes que dependen solo de d(e*,id) y la direccién R - a. Consideramos
entonces la curva a : s — e’ para s € [0, 1], su longitud es ||u||. Vamos a mostrar
que la longitud de ¢.-: () decrece exponencialmente con t.

La curva s — ¢.—ta (a(s)) es un grupo a un parametro de G, de velocidad en id
dada por Ad(e™'*)(u). Asi, para todo sq € [0,1] vale que

H% bere (a(s)) | = Al ) @)l

Por otro lado, usando el corolario A.1 y escribiendo u = Zaecba* u® con u® € ga,
tenemos

S$=S8po

{Adt}
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Como para toda o € ¢ tenemos a(a) > 0, concluimos que
|Ad(e™")u|| < Ce™™

donde la constante C' depende solo de u y A depende solo de la direccién R, a, lo
que concluye la prueba. (Il

De hecho, el calculo 20 da el siguiente lema.

T, tenemos Ad(e ")z = Z e~tal@)y
acd

Lema 8.2. Escribiendo x = xo + ), co
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9. DIAGRAMAS DE DYNKIN: CLASIFICACION DE LOS SISTEMAS DE RAICES

Sea V un espacio vectorial real de dimensién finita con un producto interno ().
Para u,v € V definimos
(u,v)
(v, )
Recordar de la figura 6 que (u, v)/2 es la proporcién en v de la proyeccién ortogonal

de u sobre Ru, y que la simetria axial respecto de v no es mas que

(u,v) =2

ry(u) = u — {u,v)v.

Definicién. Un subconjunto finito 0 ¢ ® C V es un sistema de raices de V si:
- ® genera V,
- para todos «, 8 € ® se tiene (o, ) € Z,
- para toda a € ® la simetria axial r,, preserva ®.

Los elementos de un tal ® son llamados raices.

El objetivo de esta seccion es explicar brevemente la clasificiacién de los sistemas
de raices y probar ciertas propiedades béasicas del grupo de Weyl de ®, es decir el
grupo generado por

{ro : a € d},
que nos permitieron en el parrafo 8.4 identificar el grupo de Weyl de un espacio
simétrico de tipo no-compacto con el de su sistema de raices restrictas.

La clasificaciéon de los sistemas de raices pasa por entender primero aquellos
sistemas llamados reducidos. Una raiz « es reducida si (1/2)a ¢ ®. En este caso,
tenemos que ca € ¢ (para algin ¢ € R) implica ¢ € {£1,42} : en efecto,

2¢c = (ca,a) € Zy 2/c={a,ca) € Z.
Un sistema de raices es reducido si toda raiz es reducida.

9.1. 2 raices: posibles angulos y la cuerda que determinan. El hecho que
para todas «, § € ® se tenga («, §) € Z limita enormemente las posibilidades para
las posiciones relativas entre « y 8. De hecho, recordemos que

(@B
| |3]
de donde deducimos («, 3)(3,a) = 4cos? £(a, B) € Z. Como cos? £(a, ) € [0,1]

tenemos que si a y 8 no son proporcionales entonces (o, 8)(8,«) € {0,1,2,3} de
donde se obtiene la siguiente tabla de posibilidades:

cos L(a, B)

(@, 8) | (B,a) | £(a, B) 1812/ ledf?
0 0 /2 | depende del caso

1 1 /3 1

1 1| 2n/3 1

1 2| w4 2

1 2| 3r/4 2

1 3| n/6 3

1 3| /6 3

CuADRO 1. Posibilidades cuando « y 8 no son proporcionales

{Dynkin}

{angulos}

{tab:tata}
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El siguiente lema que se deduce del cuadro (1). Recordamos que, por definicién,
para todos «a, § € ® se tiene 8 — (B, a)a € .

Lema. Sean a, € ® no proporcionales, si (a, ) > 0 entonces a — 3 € P.

Demostracion. Si (a, 8) > 0 entonces de la tabla se deduce que ya sea (o, 5) = 1,
de donde f—a € ® y por lo tanto a— 3 € ®;0 (8,a) =1 dedonde a— € ¢. O

La siguiente propiedad jugard un papel esencial. Dadas dos raices no proporcio-
nales a y 8 la a-cuerda por (3 son las raices de la forma

B+ia (i€ 2Z).

Observacion. Existe un intervalo [—r, ¢ en Z tal que la a-cuerda por § es de la
forma

B+iaVie [-rq].
Se tiene ademds ¢ — r = (5, a).

Demostracion. Probamos primero que los i € Z tales que f+ia € ¢ es un intervalo
de Z. En efecto, de no ser asi tenemos p < s tales que

B+pacd, S+ (p+1)agd

B+(s—Lag¢d, f+saecd.
Aplicando el Lema tenemos que
(B+pa,—a) <0y (B4 sa,a) <0,

de donde concluimos p > — Ei Z; > s, que es una contradiccion.

Si [—7,q] es el intervalo en cuestdn, entonces es claro que la simetria axial r,
manda 8 — ra en 8+ qa, es decir que —r — (8, ) = q. O

9.2. Raices simples y camaras de Weyl. Como @ es finito, el conjunto
Uat
acd

es una union finita de hiperplanos y tiene por lo tanto interior vacio. Consideramos
un elemento 6 € V fuera de esta unién, es decir tal que («, 0) # 0 para todo o € .
Consideramos entonces el conjunto

T (0) ={aecd:(a,0) >0}

y observamos que ® = ®T(0) U —d(0). Decimos que a € ®T(6) es descomponible
si « = B1 + B2 con B1,B2 € ®T(0) e indescomponible si no es descomponible.
Consideramos finalemente el conjunto

A(6) = {elementos indescomponibles de ®*(6)}.

En este parrafo probamos el siguiente teorema, cuya prueba se encuentra en
Humphreys [5, 10.1]

Teorema. FEl conjunto A(0) es una base de V y todo elemento de ® se escribe
como combinacidon de elementos de A(0) con coeficientes en Z, donde todos los
coeficientes tienen el mismo signo.
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Demostracion. Que todo elemento de ®+(0) se puede escribir como combinacién
lineal con coeficientes en Z>( de elementos indescomponibles es tautoldégico, ademés

=t (H)u—ot(0).

Lo sutil es ver que ésta combinacién lineal es tnica.

Para ver que A(6) es linealmente independiente comenzamos por observar que
para todos o # 8 € A(0) se tiene (a, 8) < 0 : de no ser asi, es decir, si (a, 8) > 0,
aplicamos el Lema de 9.1 para obtener que a — 3 € ®. Pero entonces alguno entre
a — B o B — « pertenece a T (0) de donde o a 6 B no era indescomponible. La
prueba termina aplicando la siguiente proposicién al conjunto A(6). ([l

Proposicion. Sea V' un espacio vectorial real con un producto interno ( ;) y sea
II un subconjunto de V' tal que:
- todos los elementos de 11 se encuentran del mismo lado de un hiperplano
(i.e. existe ug € V' con (v,up) > 0 para todo v € II),
- todo par de elementos de 11 forman dngulo obtuso, es decir, para todos v, w €
IT vale (v, w) < 0.
Entonces I1 es linealmente independiente.

Demostracion. Consideramos una combinacion lineal de elementos de IT con 0 =
Z'UEH 7,v. Separamos los 7, positivos por un lado y los negativos por otro para

obtener una igualdad
€= Z Sy = Z W
vEA weA’
donde s, > 0Vv € A, t,, > 0Vw € A’ y los subconjuntos A y A’ de II son disjuntos.
Calculamos entonces la norma de € y obtenemos

(e,e) = Z Syt (v, w) <0

porque los coeficientes son positivos, A N A’ = @) y todo par de elementos de II
forman dngulo obtuso. De donde conluimos que € = 0.
Obtenemos entonces que

0=(g,ug) = Z Sy (v,u9) > 0,
vEA

por hip6tesis (todos los elementos de IT estan del lado de ug respecto del hiperplano
ug). Se deduce que s, = 0 para todo v € A y andlogamente t,, = 0 para todo
w € A’, lo que concluye la demostracion. [

El conjunto A(#) solo depende de la componente conexa de
VvV — U at
acd
donde 6 se encuentre. Un tal componente conexa es llamada una cdmara de Weyl
de (V,®) y A := A(0) es el conjunto de raices simples asociado a la eleccién de esa

camara.
Terminamos con la siguiente observacién.

Observacion. Toda raiz reducida o € ® pertenece a una base A(#) para algin 6.

Demostracion. De hecho alcanza con tomar 6 suficientemente cerca de ot y lejos
de {8+ : 8 € ® — {a}} para que para toda raiz 8 con (83,6) > 0 se tenga (3,6) >
(o, 0) > 0. O
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9.3. Diagramas de Dynkin. Consideramos ahora un sistema de raices reduci-
do. El diagrama de Dynkin de un tal sistema es un grafo que se define como sigue.
Comenzamos por elegir un sistema de raices simples A de ®, entonces:
- los vértices del diagrama son los elementos de A,
- dados a # 8 € A ponemos tantas aristas como (a, 8){8, a) (este numéro es
siempre 0,1,2 o 3),
- si (o, B){B, ) # 1 entonces alguna de las dos raices es mas grande que la
otra, ponemos una flecha que apunte a la raiz més corta.

A modo de ejemplo, listamos todos los posibles diagramas con dimV = 2:

A1XA10 O

Ao 0—o0
B =0
Gy =0

En rango 2, la direccién de la flecha en 0=0 es irrelevante, sin embargo en
general los diagramas B,, = 0—0—+—0—0=0y C,, = O—0——0—0==0 provienen
de sistemas de raices no isomorfos.

El objetivo de este parrafo es explicar un algoritmo que permite recuperar ¢ a
partir de su diagrama de Dynkin. Precisamos el corolario que sigue al lema.

Lema. Sia € ®F no es simple entonces existe 3 € A tal que o — 3 € &F,

Demostracién. Observamos primero que si para todo o € A se tiene (o,0) < 0
entonces el conjunto AU{«} estd en las hipStesis de la Proposicién de 9.2. Como A
es una base, concluimos que existe 8 € A con («, 3) > 0 de donde a — € ¢ (Lema
de 9.1). Para ver que a — 3 € ®7 escribimos a = Y A koo con kg >0y kg >0
para algin o € A. La raiz a — 3 se escribe entonces como cobinacién de elementos
de A donde algun coeficiente es > 0, esto implica que todos los coeficientes son
entonces > 0 (Teorema en 9.2) y a — 8 € dT. O

Corolario. Toda oo € T se escribe como suma de elementos de A (posiblemente
con repeticiones) « = o1 + -+ - + o, tal que para todo j € [1,k] las sumas parciales

O'1+"'+Uj€¢+.

. i . .

Si o € dF se escribe como ) A ky0 entonces definimos su altura como 5 ko
El corolario se prueba inmediatamente del lema haciendo induccién en la altura de
a.

Proposicion. El diagrama de Dynkin de ® determina .

Demostracion. En efecto, tenemos un algoritmo para recuperar ® a partir de su
diagrama de Dynkin. Este consiste en construir las raices de altura h una vez
conocidas las raices de altura < h — 1.

Una vez obtenida una raiz 3 € ®* de altura h — 1, queremos saber para cuales
o € A se tiene que § + o es una raiz.

Tenemos entonces que calcular (8,0) y el r de la o-cuerda para obtener

q=T-— <5; U>
(parrafo 9.1), si ¢ > 1 entonces 8+ o € , si ¢ = 0 no.
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Observamos ademds que (3, 0) es lineal en 3, es decir que si escribimos 8 como
combinacién lineal de elementos de A vemos que (8,0) se lee del diagrama de
Dynkin.

Maés atn, como conocemos todas las raices de altura < h — 1, podemos sin
problemas identificar el r de la o-cuerda por . Esto nos permite calcular el q y
decidir si # + o pertenece a ¢ o no.

El corolario asegura que con este proceso obtendremos todos los elementos de
ot yd =0T U—-0T, |

9.4. Clasificacion de los diagramas de Dynkin. Las dnicas posibilidades
para diagramas de Dynkin conexos son:

A, 0—0—+—0—0
B, 0—0— —0—0=0

¢ O0—0——0—0=0

Dlo—m%—<

£y o—oboo
£y oo b oo
oo b oo oo

F4O—O:>IO—O
Gy, =0

Demostracion. La prueba de Humphreys [5, 11.4] no tiene mas pre-requisitos que
los presentados en esta seccién. ([

9.5. El grupo de Weyl de ¢. El grupo de Weyl W(®) del sistema & es el grupo
generado por las simetrias axiales 7o : V — V respecto de at,
ro(v) =v—(v,a)a.

El objetivo de este parrafo es mostrar el siguiente teorema, necesario en el parrafo
8.4, identificando el grupo de Weyl W(g, a) con el grupo de Weyl del sistema de
raices asociado a (g, a).

Teorema. FEl grupo W(®) es generado por {r, : o € A} y actia simplemente
transitivo en las camaras de Weyl de .

Lema.
1. Si B € A entonces rg preserva ®T — {§}.
2. Sean o1, ...,0; raices simples, no necesariamente distintas. Escribimos r; =

To, Y Supongamos que ri---ri_1(0¢) € —&T entonces existe s tal que

rl...’]"t:7”1...7'5_17'5+1...7"t_1.

{clasifDynkin}

{weylR}
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Demostracion. Si o € dF — {5} entonces a = ) . ks0 con k, enteros no nega-
tivos y ko # 0 para alguna o’ € A — {8}. Tenemos entonces

rgla) =a—{(a,B)8 = (k,g — (a,ﬁ))ﬁ + Z kyo.
oceA—{B}

Tenemos entonces que 7g(«) es una rafz con un coeficiente positivo en A, a saber
ko, esto implica que r5(a) € .

Sean B; = 7541 ---7¢—1(y) y s el primer indice tal que B, € ®+ y B, € —OT.
Del item 1 tenemos que necesariamente 55 = a. Tenemos entonces, como en general
se tiene 7¢(,) = frof ™t que

Ts =Ta, = Tropqre_1(ay) = (rog1--- thl)rt(rerl e 'thl)_l'

Concluimos que 71+ -+ 1¢ =71+ Tg_1Ts41 " Tt—1- O
1
Sea § = — g Q.
2
acdt

Corolario. Para toda o € A wvale r;(0) =9 — 0.
Demostracion. Sale directo del item 1 del lema. O

Prueba del Teorema. Sea W' el grupo generado por las reflexiones {r, : ¢ € A}.
Este grupo actia en las caAmaras de Weyl y queremos probar que si vy pertenece al
interior de una cdmara, entonces existe r € W’ tal que r(y) € VT. Consideramos
r que maximize (en W’) el producto interno (r(7y),d). Para toda o € A tenemos

entonces
(r(1),6) = (ror(7),6) = (r(7),75(8)) = (r(7),6 — o),

de donde (r(7),0) > 0. Como W’ manda cdmaras en cdmaras, tenemos 7(y) € V.

Para probar que W = W(®) recordamos que toda raiz a € ® pertenece a una
base A(@) (observacién del parrafo 9.2). Como W’ actia transitivamente en las
cdmaras, actla transitivamente en las bases, de donde existen o € Ay r € W’ tal
que 7(0) = a. La reflexién

To =1rer L €W,

Consecuentemente W(®) c W'.

Finalemente, sea entonces r € W(®) tal que (V™) = VT, queremos probar que
r = id. Preservar la cdmara VT es equivalente a r(A) = A. Escribimos entonces r
como una palabra reducida r = rq - - - 14, con r; = r,, para alguna o; € A. Tenemos

que 71 -+ -1¢(0y) = —r1-1i_1(0y) € A C ®T, es decir que 71 -+ -1_1(0y) € —T.
El item 2 del Lema implica entonces que la palabra r1 - - -4 no es reducida. Conse-
cuentemente r = id. (]

9.6. Sistemas de raices no reducidos. Resulta que ademaés de los sistemas de
raices reducidos, solo aparece otra posibilidad (para todo I > 1): el sistema llamado
(BC);, que resulta de la unién de B; y C;. El espacio total es V = R! y las raices son

{teite;:ije[L0],i#5} U{e i)} U {2, :€[L,1]},

donde denotamos {e; : i € [1,1]} la base candnica de R.
Para clasificar los sistemas de raices no reducidos usamos el siguiente lema.

Lema. Sea ® un sistema de raices, entonces:

- el subconjunto de raices reducidas s es un sistema de raices reducido,
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FIGURA 8. El sistema (BC),

- el subconjunto ®; de raices o € ® tales que 2a0 ¢ ® es también un sistema
re raices reducido.

El grupo de Weyl de los tres sistemas es el mismo.
Demostracion. Elemental de la definicién. O

Proposicion. Mddulo isomorfismos, el inico sistema irreducible de raices no re-
ducido es, para cada | € N, (BC);.

Demostracion. Es claro el sistema ®, del Lema es irreducibles. Sea a € ¢ tal
que 2a € ®. Recordemos de 9.2 que existe un sistema de raices simples A tal
que a € A. El conjunto A es también un sistema de raices simples para ®,. Sea
entonces § € A con (8,a) # 0, entonces (B,a) € Zy (8,2a) = (1/2)(B,a) € Z,
como ademés |(3, a)| € {1,2,3} concluimos que

(B, a) = —2.
Como esta igualdad vale para cualquier raiz simple no ortogonal a «, tenemos,
mirando la lista del parrafo 9.4 que &, es tipo B; y que « es la raiz mas corta de
A;. Como el grupo de Weyl actia transitivamente en las cimaras, vemos que toda
otra raiz o € ® tal que 20 € ® estd en la érbita W(®P)a. O

Esta prueba la sacamos de Knapp [0, I1.8].
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10. TODA ALGEBRA DE LIE SIMPLE NO-COMPACTA ADMITE UNA INVOLUCION
DE CARTAN

Explicamos en esta seccién una prueba de Donaldson [3] del enunciado en el
titulo.

Theorem 10.1. Sea p : SLg(R) — SL(V,R) una representacion irreducible. Para
v eV sea Gy la componente conezxa de la identidad del estabilizador de v en SL4(R).

Si asumimos que Gy, actia irreductiblemente en R?, entonces existe p € X4 tal que:

- G, es invariante por la involucién TP(g) = (g*‘?)_l7

- todo grupo compacto de G, es conjugado a un subgrupo de G, N KP.
Observamos rapidamente como el resultado implica el titulo de la seccién:

Corolario. Toda dlgebra de Lie real simple no compacta g admite una involucion
de Cartan.

Demostracion. Consideramos la accién de GL(g) en el espacio de aplicaciones bili-
neales g x g — ¢, es decir en (g ® g)* ® g. Observamos que el corchete [-, -] de g es
un elemento de este espacio, cuyo estabilizador es el grupo de automorfismos de g

Aut(g) = {g € 6L(a) : glg "o, 97"y] = w01 }-

El dlgebra de Lie de Aut(g) es dg que, gracias a A.6, coincide con ad(g) dado que
g es (semi-)simple. La componente conexa Autg(g) coincide con Int(g), que actia
irreduciblemente en g por ser g simple. O

10.1. Funciones convexas en X;. Decimos que una aplicacion f : X; — R es
conveza si lo es a lo largo de geodésicas, es decir, si v : R — X; es una geodésica
entonces fovy: R — R es convexa. En esta seccién mostramos el resultado siguiente.

Theorem 10.2. Sea f : Xy — R una funcion diferenciable convexa invariante por
un subgrupo G de SL4(R), si G actiia irreducible en R? entonces f tiene un minimo
en Xq. En este caso, si H C G es un subgrupo compacto, entonces existe p € Xq4
fijo por H y minimo f.

Lema. Sean f: Xy — R una funcion regular convexa y ¢, el flujo en X4 asociado
al campo —gradf. Entonces para todos x,y, € Xq la aplicacion t — d((btx,@y) es
decreciente, (en el intervalo de tiempo donde esté definida).

Demostracion. Calculamos la derivada de la aplicacién en cuestién en un tg dado
del dominio de definciéon. Con este fin, escribimos a = d((btox, qbtoy) y considera-
mos, para t € (to — €, to +€), el segmento geodésico 7; : [0,a] — Xq4 de ¢z a ¢+(y).
Observar que 7, = v esta parametrizada con velocidad de norma 1. Por regulari-
dad respecto de condiciones iniciales, la aplicacién f(t,s) = ~;(s) es diferenciable.
Consideramos los campos

X(t,s) =ds)f(0/0t) e Y(t,s)=dysf(0/0s).
Por definicién tenemos que:
- d(¢e(2), ¢e(y)) =[5 Y (t,5)]ds,
- [X,Y] =0,
- VyY =0, por ser ; geodésica para todo ¢,
- X(t,O) = 7grad¢t(z)f y X(t, a) = fgrad@(y)f
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Calculamos entonces

oo [ = [ ot B e, v

t07 S)H a to
_ / (VxY,Y)ds (def. de X)
0
= / (Vy X,Y)ds (simetria de V)
0
o 0 0s ’ s Y B

= (grady, () f,7(0)) — (grady, (,)/,3(a))-

Finalmente observamos que, por convexidad de f, la derivada de s — f (fy(s)) es
creciente, de donde

0 . .
a‘tod(@(ﬂﬁ)a bi(y)) = (grad%(z)f,v(o)) - <grad¢t0 wf>(a)) <0,
como buscado. O

Prueba del Teorema. Comenzamos por observar que para t < s la norma

.1 1
||grad¢tmf|| = }1113}) Ed(¢t$’¢t+h$) < }Ll_rf}] Ed(¢s$7¢s+hz) = ||grad¢smf||,

de donde deducimos que el flujo ((b,g) estd definido para todo tiempo positivo.

Si para algin z la o6rbita ¢« se queda en un compacto de Xg, entonces cualquier
punto de acumulacién de ¢;x es un minimo de f. Por otro lado, si para algin x se
tiene una sucesién de tiempos ¢; — oo con ¢y, & — 00, entonces para todoiy g € G
la distancia

d(¢tix7g(¢tix>) = d(¢tix’ d)ti (gm)) < d(l‘,gl‘) < K,
porque f es G-invariante. Cualquier punto de acumulacién de {¢:,2}; en el borde
visual 0o X4 es entonces un punto fijo global de G, lo que resulta (ver parrafo 3.8) en
un subspacio de R? G-invariante. Por irreducibilidad, este tal no espacio no existe
y por ende f tiene un minimo.

Para terminar, sea H C G un subgrupo compacto y p € X4 un punto fijo por
H (recordar parrafo 5.5). Como f es convexa, el conjunto de puntos M donde f
realiza el minimo es un conjunto convexo cerrado de X;. Como X, tiene curvatura
no-positiva, existe un dnico punto pg € M que realiza la distancia d(p, M), este
punto es entonces fijo por H, lo que termina la prueba. O

10.2. Prueba del Teorema 10.1.

Observacién. Si w € R* entonces la aplicaciéon X;, — R definida como
2
o Jlwlls
es convexa.

Demostracion. En efecto, una geodésica de X, es de la forma 7° (etx) con o € Xq4
y « diagonalizable en una base o-ortogonal. Escribiendo w = Y w; en esta base

obtenemos
012, ey = Bl = 307 s

que es convexa en t. [
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Consideramos entonces el encaje totalmente geodésico ¢ : Xg — X, dado por
el parrafo 6.6, asociado a la representacién ¢ : SLz(R) — SLi(R). La aplicacién
f: X4 = R definida como

flg) = ||w||i(q)
es por lo tanto convexa y Gy -invariante. Por el parrafo 10.1, f tiene un minimo en
X4, fijo por un subgrupo compacto H de G,, dado.
La prueba culmina con la siguiente observacién.

Observacion. Sip € Xy es un punto critico de f entonces g, es invariante por *»
Demostracion. Observamos que, por defincién de ¢ se tiene que para toda x €
5lg(R) vale

did(zﬁ(:ﬂ*”) _ (did¢(x))*“’(p)-
Como p es critico para f se tiene que para todo x € sly(R) vale (diq@(x)w, w) () =
0, considerando x = [y, y*P] obtenemos

0= [ldiag(y™)wl* = |diag(y)w]*.
El algebra g, es, por definicién, aquellos y € sl3(R) con digd(y)w = 0. Tenemos
entonces que y € g,, implica y*» € g,,. [
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APENDICE A. ALGUNOS CONCEPTOS USADOS

A.1. Adjunta, representacién. Si G es un grupo de Lie entonces notamos
por g = T.G el espacio tangente a la identidad. Para g € G consideramos las
aplicaciones multiplicar a izquierda y a derecha Ly, Ry : G — G definidas como

Lg(h) = gh
R,(h) = hg.
la aplicacién conjugar por g ¢, : G — G5 h— ghg™! = LyR,-1(h), fijala identidad.
La aplicacién adjunta Ad : G — GL(g) es Ad(g) = d.¢,4. El objetivo de este parrafo
es describir la diferencial de Ad en ¢; d Ad : g — gl(g).
Para x € g definimos el campo invariante a izquierda X (g) € T,G como X(g) =

d.Lg(). Si (7 : G — G)er es el flujo de X entonces para todos g,h € Gyt € R
vale

g- i (h) = ¢ (gh)
P (h) = Ryx oy (h), (21)

(la segunda ecuacién se deduce de la primera).
Si ademads y € g definimos el corchete de Lie como

[z,9] == [X,Y](e) € g,

donde [X,Y] es la derivada de Lie de los campos correspondientes, ver A.11. Defi-
nimos ademds la transformacién lineal ad : g — gl(g) como ad(x)(y) = [z, y].

Proposicién. Para todos z,y € g vale que (d,Ad(z))(y) = [z,y], lo que suele
resumirse escribiendo: la derivada de Ad es ad.

Demostracion. Se tiene:

[z,y] = [X,Y](¢)

i)
= Sih—odur @5 (v (@i () (def. A.11)
)
= alt:odwtx(fz)wi(t (dewa (e)(y)) (def. de Y)
8 .7
= 37 o @) Ry, (o) (de Lyix (o) (9) (ecuacién (21))
]
= 5 lioe Py (o)) (def. de ¢,)
]
= 5 lioAd (@3 (€) (v) (def. de Ad)
= (d.Ad(2))(y) (def. de diferencial).
O
1 x a = " n > tn
Corolario. Ad(e')(y) = ¢ (y) = Zoa(ado y= Z = lale ]

Demostracion. Como Ad es un morfismo de grupos, ¢t — Ad(e'®) es un grupo a un
pardmetro de GL(g) cuya velocidad en 0, segin la proposicién anterior, es ad,. O

{Adad}

{flujo=R}
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A.2. adg-asociatividad. Una forma bilineal w en una algebra de Lie g es adg-
asociativa si para todos x,y,z € g se tiene que

w([m,y], z) = w(x, [y, z])

A.3. Algebra nilpotente. Para un élgebra de Lie [ definimos su serie central
descendiente por induccién: [0 = [y [" = [[,["!]. Decimos que [ es nilpotente si
para algin n se tiene [ = {0}.

A.4. Algebra compacta. Un élgebra de Lie es compacta si su forma de Killing
(ver A.13) es definida.

A.5. Automorfismos y derivaciones de g. El grupo de automorfismos de g
se denota

Aut(g) = {T € GL(g) : T[z,y] = [Tz, Ty]}

Es un subgrupo cerrado de GL(g) y su dlgebra de Lie es conocida como las deriva-
ciones de g: observar que si derivamos la ecuacién anterior respecto de T obtenemos

dg = {D € gl(g) : D[z,y] = [Dx,y] + [=, Dy]}. (22)

La identidad de Jacobi implica que ad(g) es una subédlgebra de g, esta ultima
considerada con el corchete de gl(g): [D,F] = Do F — F o D. Més aun: si D es una
derivacién entonces la férmula

Dlz,y] = [Dz,y] + [z, Dy]
se lee como: para todo x € g vale
[D,ad,] = Doad, —ad, o D = —adp(s). (23)

Concluimos que ad(g) es un ideal de Jg.

En particular Int(g), el subgrupo de automorfismos internos de g, definido como
el subgrupo conexo de Aut(g) de dlgebra de Lie ad(g), es un subgrupo normal. Es
relevante remarcar que Int(g) no es necesariamente un subgrupo cerrado de GL(g).

A.6. Automorfismos de algebras semi-simples. En este parrafo demostra-
mos la siguiente proposicién. Recordar la definicién de dg de (22) en A.5.

Proposicion. Si g es semi-simple entonces 0g = ad(g). En particular Int(g) coin-
cide con Aut(g)o, y es por lo tanto un subgrupo cerrado de GL(g).

Demostracion. Consideramos el ortogonal (ad(g))l”af‘ de ad(g) para la forma de
Killing de dg. Este es también un ideal de Jg.

Como ad(g) es un ideal de Jg la forma de Killing kaglad(g) = Kaa(g) que, como
g es semisimple, no degenera. En particular

(ad(g)) "¢ Nad(g) = {0}, (24)

de donde, al ser ambos ideales de dg, se concluye que
Lk
[ad(a), (ad(g)) ¢ | = 0.

Consideramos D € (ad(g))l'”f’g, la férmula (23) implica entonces que para todo
reg
0= [D,ad;] = —adpa,

{asociatividad}
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es decir que para todo y € g vale que [Dz,y] = 0. Concluimos que para todo = € g
se tiene Dx € Z(g) C Rad kg = {0}. Es decir, D =0y (ad(g))“aﬂ = {0}. Esto
ultimo implica en particular que Radgg = {0}, y junto con la ecuacién (24) termina
la prueba. [

Se obtiene entonces el siguiente 1til corolario.

Corolario. Si G es semi-simple y conexo entonces Ad(G) = Int(g) es un subgrupo
cerrado de GL(g).

Demostracion. De la proposicién se tiene que el grupo Ad(G) coincide con Int(g),
que es cerrado. O

A.7. Borde visual. Sea M una variedad de Hadamard, es decir: completa, de
curvatura seccional < 0 y contractible. En una tal variedad, las geodésicas estan
globalmente definidas y son globalmente minimisantes. En efecto, se deduce del
Teorema de comparacién de Rauch (ver A.21) que si v y w pertenecen a la esfera
unidad de p U,M = {u € T,M : |lu|| = 1} entonces la distancia

d((t), (1)) = 00 (25)

cuando t — 00, siendo v, : R — M la geodésica de velocidad inicial u.

Un rayo geodésico es una isometria r : [0,00) — M. Definimos la siguiente
relaciéon de equivalencia en el conjunto de rayos geodésicos de M: r ~ 7’ si la
aplicacion

t—d(r(t),r'(t))

estd acotada. Dicho de otra forma, dos rayos son equivalentes si los conjuntos [0, co)
y r'[0,00) estdn a distancia de Hausdorff finita (el entorno de radio K de uno
contiene al otro y viceversa). La clase de r es momentdneamente denotada por [r]
y el espacio de clases es llamado el borde visual 0o M de M.

Observacion. Para todo p € M la aplicacion 7, : U,M — OsoM dada por v —
[%H(),oo)] es biyectiva. Si ¢ € M entonces la composicién ﬂ[jlﬂ'q UM — UM
es continual.

Demostracion. La ecuacién (25) muestra la inyectividad. Por otro lado, si r es un
rayo geodésico, podemos considerar la sucesién {v,} C U,M tal que para todo n
la geodésica ,, contiene a r(n). Si v € U,M es un punto de acumulacién de {v,}
entonces los rayos 7,|[0,00) y 7 son equivalentes. O

El borde visual 0., M tiene entonces una topologia natural que hace de la ap-
plicacién 7, un homeomorfismo. La unién disjunta M U 0., M tiene también una
topologia, definida tal que si x,, € M tiende a infinito (i.e. sale de cualquier com-
pacto de M) entonces sus puntos de acumulacién en 0., M se obtienen como sigue:
fijamos un punto arbitrario p € M y consideramos segmentos geodésicos v,, de p
a & (con v, € U,M), consideramos los puntos de acumulacién de {v, } en U,M y
los proyectamos a 0, M via m,. Por esta razén se escribe [r] = r(c0).

L(de hecho Hélder-continua)

{BV}

{rayos}
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A.8. Centro. Si H es un grupo, su centro es el subgrupo de aquellos elementos
que conmutan con todos los elementos de H,

Z(H) ={g € H: gh = hgVh € H}.

Si g es un dlgebra de Lie, su centro es la subdlgebra abeliana Z(g) = {z € g :
[z, y] = 0Vy € g}

Observacién. Si H es un grupo de Lie tal que Z(h) = {0} entonces Ad : H — GL(b)
es un cubrimiento sobre su imagen.

A.9. Cubrimiento universal de un grupo topoldégico. Sea G un grupo to-
poldgico metrizable, en esta subseccién explicamos brevemente el siguiente resulta-
do.

Proposicion. El cubrimiento universal G de G es un grupo topoldgico, la proyec-
cion natural w: G — G es un morfismo de grupos cuyo nicleo estd contenido en el
centro Z(G).

En particular, el grupo fundamental de un grupo topoldgico métrizable es abe-
liano.

Demostracion. Comenzamos por recordar la definicién de cubrimiento universal:
un elemento de G es un camino en G, basado en ¢, médulo homotopias a extremos
fijos. Es decir,

G ={z:]0,1] = G continuo con z(0) = ¢}/ ~

donde x ~ ysiz(1) = y(1) y « es homotdpico a y fijando los extremos. La proyeccién
7m: G — G es, por definicién, 7(z) = z(1). Notamos [z] la clase del camino x.

La operacién de G se define como [z][y] = [z * 2(1)y], donde * denota la
concatenacion de caminos. Observar que en efecto G es un grupo, de identidad el
camino homotopicamente trivial en G y que, para [z] € G, su inversa es

donde Z es el camino x recorrido al revés.

La proyeccién 7 es claramente un morfismo dado que el camino z * z(1)y tiene
a z(1)y(1) por punto final.

Sean [z] en el nicleo de 7, y sea [y] € G un elemento arbitrario. Para mostrar

que [y][z][y]~! = [z] escribimos la definicién de [y][z][y]~':

— [y y(Wz+y(Dy()7'g]  (porque a(1) = e).

Para mostrar que el camino y * y(1)x * § es homotdpico a x alcanza con usar la
homotopia t — y|[0,t] * y(t)x * y|[0, t]. O

A.10. Derivacién de g. Ver A.5.

{centro}
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d% Y (44(r)
(o) Y-t (Y (¥ (p))) Wi (p)
P

FiGUura 9. El vector de T, M de la ecuacién (26)

A.11. Derivada de Lie. Consideramos una variedad M y X un campo diferen-
ciable en M de flujo (¢1)ter- Si Y es un campo en M, entonces para todo p € M
se tiene que

t— dwtp¢—t(y(¢t(p))) (26)

es una curva diferenciable de vectores en T,M, ver la figura 9. Podemos entonces
tomar su derivada, que llamamos la derivada de Lie de Y en la direccion de X,
también conocida como corchete de Lie:

XYI0) = 5] v (Y (50))).

ot

t=

A.12. Exponencial en grupos de Lie. Ver también A.1. La exponencial de G
se define como e : g —» G

e’ =i (e),
donde (¥ : G — G)ier es el flujo del campo invariante a izquierda X(g) =
d.Ly(z).

A.13. Forma de Killing. Sea g un édlgebra de Lie de dimension finita sobre un
cuerpo k. La forma de Killing de g es la forma bilineal x4 : g x g — £ definida como

kg(z,y) = traza(ad, o ad,) = traza (z — [z, [y, ZH)

Se verifican rapidamente varias propiedades:

- es simétrica, (recordar traza(AB) = traza(BA)).

- es adg-asociativa: se puede hacer la cuenta directa o, para k = R, se puede
usar el siguiente hecho que es interesante en si mismo: si G es un grupo de
algebra de Lie g, entonces k4 es Ad(G)-invariante.

- si J es un ideal de g entonces k3 = K4|J : recordar que si T es un mapa
lineal de un espacio en si mismo, entonces su traza coincide con la traza de
T restricto a su imagen.

- si J es un ideal de g entonces 35 es también un ideal: se deduce de la ad,
asociatividad de g.

- si ¢ : g = b es un morfismo de dlgebras entonces kg = kg (la traza es
invariante por conjugaciones).

- Z(g) C Rad ky.

A.14. Frobenious, Teorema de.

A.15. Grupo de Weyl de X. Ver pérrafo 8.1.1.

{figEsto}

{exponencial}

{formaKilling}

{Frob}
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A.16. Grupos de Lie simplemente conexos.

Proposicion A.1. Sea G un grupo de Lie simplemente conexo de dlgebra de Lie
g. Sea H un grupo de lie de dlgebra de Lie by, entonces todo morfismo ¢ : g — b es
la diferencial de un morfismo p: G — H.

A.17. Transporte Paralelo.

Lema. Si f: M — M es una isometria y p,q, pertenecen a un entorno normal de
M, entonces dyf = P/ od,f o P,.

A.18.

Lema. Sea G simplemente conexo y H un subgrupo cerrado, entonces el cociente
G/H es simplemente conexo si y solo si H es conexo.

Demostracion. Una curva cerrada o : [0,1] — G/H con «(0) = a(1) = [H] se levanta
a una curva & de G con extremidades hg, h1 € H. Si H es conexo existe une curva
contenida en H con las mismas extremidades. La curva obtenida al concatenar &
con ésta es homotopicamente trivial por ser G simplemente conexo. Concluimos que
& es homotépica a una curva contenida en H, o equivalentemente o es homotépica
al punto [H].

Reciprocamente, si H no es conexo, una curva entre dos componentes conexas
de H es, en el cociente, una curva cerrada no trivial. ([l

A.19. Involucién de Cartan. Si g es un algebra de Lie real de forma de Killing
K, una involucion de Cartan o : g — g es un morfismo involutivo tal que la forma
bilineal simétrica 7 (z,y) := —r(z,0(y)) es definida positiva. Ver la seccién 8.

A.20. Isometrias quedan determinadas por la imagen de un punto y la
diferencial en ese punto.

A.21. Rauch, Teorema de comparacién.

A.22. Subgrupos y subalgebras. El siguiente resultado es una consecuencia
inmediata del Teorema de Frobenious A.14.

Proposicién A.2. Sea b C gl(g) una subdlgebra de Lie, entonces existe un sub-
grupo de Lie H C GL(g) cuya dlgebra de Lie es . Mds atin la componente neutra
Hiq queda unicamente determinada por b.
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